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پیش�گفتار

گونه�ای به که مسأله�ای کرد. مطرح [٣٠] در را لورنتسͬ شͺافندگͬ مسأله ١ یائو ١٩٨٠ اوایل در

بوسمان تابع مسأله این حل�های راه مͬ�باشد. ریمانͬ هندسه در ٢ گرومول چیͽر قضیه لورنتسͬ نسخه

(شبه�کره�های استاندارد لورنتسͬ شبه�کره�های -همان آن سطوح مجموعه هندسͬ مطالعه و لورنتسͬ

حل�ها راه این اینͺه وجود با .( [٣٣] و [١٠] ،[۶] به شود (رجوع داد قرار شعاع تحت را کشͬ)-

پیچیده�ای ریاضیاتͬ و تحلیلͬ روابط دارای لورنتسͬ حالت در بوسمان تابع اما دارند زیادی کاربرد

(رجوع است ریمانͬ حالت در نظریه از تر ناقص و تر پیچیده لورنتسͬ حالت در ͬͽینͺت نظریه و است

مسأله پیدایش موجب ،٣ رز پن - ͹هاوکین ͬͽینͺت قضیه�های در (صلبیت) سختͬ .( [١٨] به شود

ندارد سازگاری لورنتسͬ شͺافندگͬ مسأله با گرومول چیͽر شͺافندگͬ قضیه شد. لورنتسͬ شͺافندگͬ

یͷخط مͬ�توان که حالͬ در یعنͬ، دارد وجود لورنتسͬ مختصاً مشͺل ͷی که، است دلیل این به این و

حالت از زمان�گونه بردارهای همانند دیͽر، عبارت به نمͬ�ماند، باقͬ قائم خط این داد تشͺیل را علّͬ

مͬ�آیند. در تهͬ صورت به شده خارج نرمال

است. صورت این به که شد متوجه [۴] در ٢ حدس مانند را سختͬ مسأله ۴ ͷبارتنی ،١٩٨٨ سال در

و باشد فضازمان ͷی (M, g) کنید فرض :(ͷبارتنی شͺافندگͬ (حدس

باشد. S فشرده کشͬ سطح ͷی دارای ،M (١

،X ∈ TM زمان�گونه بردار�های تمام برای یعنͬ کند صدق زمان��گونه همͽرایͬ شرط در ،M (٢

باشد. برقرار Ric (X,X) ≥ ٠

١ Yau

٢ Cheeger-Gromoll

٣ Hawking-Penrose

۴ Bartnik

آ�



باشد. زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل ،M (٣

،(N, h) ریمانͬ شبه خمینه ͷی برای دیͽر، عبارت به مͬ�شود شͺافته ،M پس

.(M, g) ≈
(
R×N,−dt٢ ⊕ h

)
نامه پایان داشت. خواهیم را لورنتسͬ هندسه در شبه�کره مفهوم از گسترده�ای تعمیم نامه پایان این در

[٢۴] ،[٢٩] ،[۵] مراجع از بردن بهره با پیشنیاز�ها ابتدا اول، فصل در است. فصل پنج شامل حاضر

شده�اند تعریف کرونال آ حدهای قالب در یافته تعمیم شبه�کره�های ، دوم درفصل مͬ�شود. داده [٢٢] و

پن یافته توسعه کرونال آ کران�های ویژگͬ�های برمبنای آوریم مͬ بدست آن از که یافته�ای بهبود نظم و

کشͬ، شبه�کره�های که کرد خواهیم معرفͬ را شعاعͬ و کشͬ شبه�کره�های سوم، فصل در است. رز

چهارم فصل در دهند. مͬ تعمیم فشرده کشͬ سطوح با فضازمان قالب در را استاندارد شبه�کره�های

نتایج، سپساین گرفته�اند قرار مطالعه مورد یافته تعمیم تحدّبشبه�کره�های و مشخصه�هایسختͬ ابتدا،

قضیه در درواقع، شده�اند. گرفته کار به سراسری هذلولوی فضازمان ͬͽافتͺش نتایج آوردن بدست برای

وارد تخصصͬ طور به وقتͬ رسانده�ایم. اثبات به یافته تعمیم شبه�کره�های برای را ͬͽافتͺش نتایج ٣.٢.۴

تعریف قالب در و ادامه در که دهد مͬ بارتنیͷسوق حدس از اثباتͬ به را ما شویم مͬ کشͬ شبه�کره�های

کردیم مشاهده ٣.۴ بخش در شود. مͬ منجر کشͬ سطوح با مرتبط حداکثری - حداقل شرط به ٢.٣.۴

فضازمان�های واسطه�ی به بخش این در گیرد. مͬ صورت S−
∞ (S) شبه�کره�های امتداد در ͬͽافتͺش که

حداکثری – حداقل شرط که دهیم مͬ نشان فشرده، کشͬ سطوح با همراه زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل

- S شرط واقع در است. آمده [١٢] در که آنچه مانند است شده بیان شعاع - S شرط واسطه�ی به

که دسیتر(فضایͬ فضای در را آن توان مͬ و است کشͬ شبه�کره�های در قوی بسیار شرط ͷی شعاع

ͷی درپایان، یافت. برجاست) پا حداکثری – حداقل شرط و رود مͬ خطا به شعاع - S شرط درآن

لورنتسͬ شͺافندگͬ قضیه کارگیری به با کشͬ شبه�کره�های مورد در ٣.٢.۴ قضیه برای جایͽزین روش

نوشته ریمانͬ شبه� هندسه از روش�هایͬ و مفاهیم از استفاده با نامه پایان این داده�ایم. قرار بررسͬ مورد

ب



قالب در را پنجم فصل دارند، مفاهیم این با کمتری آشنایͬ که خواننده�هایͬ از دسته آن برای است. شده

است. [٣٧] نامه پایان اصلͬ مرجع آورده�ایم. ضمیمه

پ



ت
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٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آینده به نͽاهͬ ۵.۴

٧۵ ضمیمه ۵

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خمینه ١.۵

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمانͬ شبه خمینه�های ٢.۵

٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . التصاق ٣.۵

٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژئودزی�ͷها ۴.۵

٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تانسور ۵.۵

٩٩ نامه کتاب

ج



١٠۴ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١٠٨ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

چ



ح



تصاویر فهرست

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .TpM فضای Wاز فضای زیر ١.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T زمانͬ جهت Mبا فضازمان ٢.١

−x٢١ + x٢٢ + مجموعه −r٢ ثابت مقطعͬ انحنای با بعدی - n دسیتر فضازمان ٣.١

۵ . . . . . . . . . . است. Rn+١
١ ͬͺوفسͺمین فضازمان در · · ·+ x٢n+١ = r٢

منحنͬ به نقطه آن از مͬ�توان که است نقاطͬ همه شامل علّͬ) (یا، زمان�گونه آینده ۴.١

J+ (r) علّͬ آینده مثال این در رسید. آینده جهت در فضاگونه) غیر (یا، زمان�گونه

مجموعه حال، این با است. r نقطه در I+ (r) زمان�گونه آینده بستار r نقطه در

دارد قرار I+ (q) بستار در w نقطه خاص، حالت در نیست. I+ (q) بستار J+ (q)

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیست. J+ (q) در اما

تشͺیل M فضازمان از دلخواه q و p با I+ (p) ∩ I− (q) شͺل به مجموعه�هایͬ ۵.١

عمومͬ توپولوژی مانند توپولوژی این مͬ�دهند. الͺساندرو توپولوژی از پایه�ای ͷی

مطابقت عمومͬ توپولوژی با الͺساندرو توپولوژی نیست. Mدقیق فضازمان روی

قوی طور به فضازمان مورد (در باشد. علّͬ قوی طور به (M, g) اگر تنها و اگر دارد

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شود.) رجوع چهارم بخش به علّͬ

خ



مجموعه اما، است فضا�گونه موضعͬ طور به ͬͺوفسͺمین فضای در منحنͬ این ۶.١

هم به زمان��گونه منحنͬ با که است نقاط از زوج�هایͬ شامل چون نیست. کرونال آ

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�شوند. متصل

اما باشد کرونال آ نیست نیازی ͬͺوفسͺمین فضای در هموار فضا�گونه سطح ابر ͷی ٧.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. گفت) خواهیم ادامه (در لبه دارای باید

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S کرونال آ مجموعه لبه ٨.١

نیست. بسته S اینجا، (در بعدی - ٢ ͬͺوفسͺمین فضای در S کرونال آ مجموعه لبه ٩.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A کرونال آ مجموعه ١٠.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S کرونال آ مجموعه کشͬ بسط ١١.١

٢١ . . . . . . . . . . . . D+ (S) روی آن تأثیر Mو خمینه از نقطه ͷی حذف ١٢.١

٢١ . . . . . . . . D+ (S) روی آن تأثیر و S کرونال آ مجموعه از نقطه ͷی حذف ١٣.١

در t = −
(
x٢ + y٢ + z٢ + ١

) ١
٢ ͬͺژئودزی کامل فضا�گونه ابرسطح ͷی S اگر ١۴.١(

x٢ + y٢ + z٢
) ١

٢ ≤ −t ≤ صورت به D+ (S) آنͽاه، باشد ͬͺوفسͺمین فضای

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است.
(
x٢ + y٢ + z٢ + ١

) ١
٢

٢٢ . . . . . . . . . . آن. H+ (S) کشͬ افق سطح و S کرونال آ بسته مجموعه ١۵.١

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرونال آ تجزیه ١.٢

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آینده کرونال آ حد ٢.٢

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sn برای کارت�هایͬ ١.۵

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جلوبری ٢.۵

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نشاننده خمینه زیر ٣.۵

د



٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری میدان ۴.۵

ذ



اول فصل

پیشنیازها

شامل فصل این مͬ�شود. یادآوری نامه پایان سراسر در نیاز مورد مقدماتͬ تعاریف اول، فصل در

آینده�ها، گذشته�هاو علّͬ، خم�های مفهوم به دوم بخش فضازمان، مفهوم به اول بخش که است بخش ۶

بخش سراسری، هذلولوی و قوی علّیت مفهوم به چهارم بخش حدی، منحنͬ�های مفهوم به سوم بخش

کشͬ، سطوح کشͬ، بسط مفهوم به ششم بخش و لبه نقاط کرونال، آ مجموعه�های مفهوم به پنجم

است. یافته اختصاص تͺین فضازمان و کامل فضازمان

فضازمان ١.١
علّͬ، بردار هموار، لورنتسͬ خمینه�ی ،ͬͺوفسͺمین فضای از تعاریفمقدماتͬ به ابتدا بخش، دراین

مͬ��پردازیم. [٢٢] و [٢٩] مراجع از دسیتر فضازمان و فضازمان زمانͬ، پذیر جهت

به فضا این است. Mn+١ ١ ͬͺوفسͺمین فضای فضازمان، ترین مهم و ترین ساده .١.١.١ تعریف

داخلͬ ضرب با همراه Rn+١ ≈ R× Rn ≈
{(
tx٠, x١, . . . , xn

)}
صورت

١ Minkowski space

١



پیشنیازها .١ فصل ٢

< x, y >= −x٠y٠ +
n∑

i=١
xiyi

مͬ�شود. تعریف

فضا در را مͺانͬ ،
(
x١, . . . , xn

)
مانده باقͬ مختصات و زمان در لحظه�ای ،t = x٠ ی اولیه مختص

مͬ�کند. معین

پایه بر ریمانͬ هندسه که طور همان مͬ�شود بیان ͬͺوفسͺمین فضای پایه بر لورنتسͬ هندسه�ی

داریم. را زیر تعریف خاص، حالت در مͬ�شود. بنا اقلیدسͬ فضای

با هموار بعدی - n + ١ خمینه�ی ͷی M =
(
Mn+١, g

)
هموار لورنتسͬ ی خمینه .٢.١.١ تعریف

هموار و ناتبهͽون متقارن، (٠, ٢) نوع از تانسور ͷی یعنͬ، است. g هموار لورنتسͬ ͷمتری و n ≥ ١

است. ν = اندیس١ با

٠ ≤ ν ≤ dimM اندیسثابت هر و بعد هر مͬ�توانیم ریمانͬ شبه براییͷخمینه کلͬ، طور به البته

بͽیریم. نظر در را

برای یͺه متعامد پایه ͷی [e٠, e١, . . . , en] لورنتسͬ، خمینه ͷی از p ∈ M نقطه هر در .٣.١.١ نͺته

داریم p در gp ͷمتری به توجه با مͬ�باشد، TpM مماس فضای

gp (X, Y ) = −X٠Y ٠ +
n∑

i=١
X iY i X, Y ∈ TpM همه�ی برای

یعنͬ، است ͷایزومتری ͬͺوفسͺمین فضای ͷی با M لورنتسͬ خمینه از مماس فضای هر اینرو، از

.(TpM, g) ≈ Mn+١

است، شده تعریف زیر صورت به X ∈ TM بردار ١ علّͬ ویژگͬ�های .۴.١.١ تعریف

g (X,X) < ٠ اگر است زمان�گونه X •

g (X,X) = ٠ اگر است پوچ X •

باشد. پوچ یا زمان�گونه اگر است علّͬ X گوییم g (X,X) > ٠ اگر است فضاگونه X •

١ Causall



٣ فضازمان .١.١

.TpM فضای Wاز فضای زیر :١.١ شͺل

:TpM فضای Wاز فضای زیر علّͬ ویژگͬ�های .۵.١.١ تعریف

باشد. اندیس٠ دارای g (W,W ) اگر است Wفضا�گونه (١

باشد. اندیس١ دارای g (W,W ) اگر است Wزمان�گونه (٢

باشد. تبهͽون g (W,W ) اگر است گونه) (نور Wپوچ (٣

( کنید. توجه ١.١ شͺل (به

سرتاسری زمان�گونه برداری میدان ͷی اگر است زمانͬ پذیر جهت لورنتسͬ یͷخمینه تعریف١.١.۶.

نامیده لورنتسͬ خمینه برای زمانͬ جهت ͷی ،T صورت این در باشد داشته وجود M روی T مانند

مͬ�شود.

است. ∂
∂t
،Mn+١ روی طبیعͬ زمانͬ جهت .٧.١.١ مثال

است. زمانͬ جهت دارای لورنتسͬ خمینه ͷی کلͬ، حالت در .٨.١.١ نͺته

M =
(
Mn+١, g, T

)
هموار و همبند زمانͬ، لورنتسͬجهتپذیر یͷخمینه فضازمان، تعریف٩.١.١.

( کنید. توجه ،٢.١ شͺل (به است.



پیشنیازها .١ فصل ۴

T زمانͬ جهت Mبا فضازمان :٢.١ شͺل

است ͷایزومتری C ثابت انحنای با کامل ساده، همبند، بعدی، - n لورنتسͬ خمینه .١٠.١.١ نتیجه

به

Sn
١ (r)ͬلورنتس کره C = ١/

r٢, n ≥ اگر٣

S̃٢
١ (r) C = ١/

r٢, n = اگر٢

Rn
١ͬͺوفسͺمین فضای C = اگر٠

H̃n
١ (r) C = −١

/
rاگر٢

نامیده ٢ دسیتر ضد فضازمان H̃۴
١ (r) و مͬ�شود. نامیده ١ دسیتر فضازمان S۴

١ (r) نسبیت نظریه در

مͬ�شود.

باشند. شده تعریف زیر صورت به Hn
١ و Sn

١ کنید فرض .١١.١.١ تعریف

Sn
١ =

{
x ∈ Rn+١

١ : −x٢١ + x٢٢ + · · ·+ x٢n+١ = r٢
}
,

Hn
١ =

{
x ∈ Rn+١

٢ : −x٢١ − x٢٢ + · · ·+ x٢n+١ = −r٢
}
.

١ De Sitter spacetime

٢ Anti- de Sitter spacetime



۵ آینده�ها و گذشته�ها علّͬ، خم�های .٢.١

−x٢١+x٢٢+· · ·+x٢n+١ = ثابتr٢−مجموعه مقطعͬ انحنای با بعدی - n دسیتر فضازمان :٣.١ شͺل

است. Rn+١
١ ͬͺوفسͺمین فضازمان در r٢

ضد فضازمان Hn
١ از H̃n

١ عام پوشش و ،( ٣.١ (شͺل مͬ�شود نامیده دسیتر فضازمان Sn
١ آنͽاه

مͬ�شود. نامیده دسیتر(عام)

آینده�ها و گذشته�ها علّͬ، خم�های ٢.١
هموار خم گذشته)، و آینده جهت (در علّͬ بردار زمانͬ جهت مفاهیم یادآوری به بخش، این در

گسترشناپذیر علّͬ هموار خم آینده(گذشته)، جهت در فضا�گونه) علّͬ، زمان�گونه(پوچ، خم زمان�گونه،

گذشته و آینده ، ٢ علّͬ تریپ ، ١ تریپ فضازمان، محدب همسایͽͬ�های آینده، و گذشته جهت در

مͬ�پردازیم. [٢٩] [٢۴] مراجع از علّͬ گذشته و آینده (گاه�شمار)، زمان�گونه

تعیین و است شده تفسیر آینده جهت در صورت Mبه فضازمان روی T زمانͬ جهت .١.٢.١ تعریف

است زیر صورت به X علّͬ بردار زمانͬ جهت

١ Trip

٢ Causal trip



پیشنیازها .١ فصل ۶

g (T,X) < ٠, اگر است آینده جهت در

g (T,X) > ٠, اگر است گذشته جهت در

میدان هرگاه فضا�گونه) علّͬ، پوچ، ترتیب (به است، زمان�گونه α هموار خم گوییم .٢.٢.١ تعریف

باشد. فضا�گونه) علّͬ، پوچ، ترتیب (به زمان�گونه جا همه در آن α′ مماس برداری

هر در طرفه ͷی مماس�های شامل آن مماس�های که، را α : I →M هموار تͺه�ای خم تعریف٣.٢.١.

آینده جهت در فضا�گونه) علّͬ، پوچ، ترتیب (به زمان�گونه خم ͷی است پایانͬ نقطه یا شͺسته نقطه

مͬ�باشد. (گذشته)

برای باشد. گذشته جهت در −α اگر تنها و اگر است آینده جهت در α وضوح، به .۴.٢.١ ملاحظه

مͬ�گیریم. نظر در آن زمانͬ جهت گرفتن نظر در بدون اغلب را α علّͬ خم مثال،

گسترش ،−∞ ≤ c < d ≤ ∞ که ،α : (c, d) → M آینده جهت در (علّͬ) خم .۵.٢.١ تعریف

lim
t→c+

α (t) اگر است گذشته ناپذیر گسترش و باشد. نداشته وجود lim
t→d−

α (t) اگر است آینده ناپذیر

باشد. نداشته وجود

باشد. آینده و گذشته ناپذیر گسترش اگر است ناپذیر گسترش علّͬ، خم ͷی .۶.٢.١ نͺته

،ͷمتری با سازگار التصاق ͷی Mدارای فضازمان هر رو این از و ریمانͬ، شبه خمینه هر .٧.٢.١ نͺته

پنجم فصل سوم بخش (به مͬ�شود نامیده چیویتا لوی التصاق که است ،∇ فرد، به منحصر تاب بدون

شود). رجوع

یافته پارامتر تغییر ͷژئودزی ͷی دارای که است خمͬ خمینه، ͷی روی ͷشبه�ژئودزی ͷی .٨.٢.١ نͺته

در ͷژئودزی هر اینͺه و هستند راست پاره�خط�های ،Mn+١ ،ͬͺوفسͺمین فضای در ژئودزی�ͷها است.

بخش (به مͬ�شود نتیجه ͷمتری با سازگاری و تعریف از فضا�گونه)، یا (پوچ زمان�گونه فضازمان ͷی

شود). رجوع پنجم فصل چهارم

،v, w ∈ U نقطه دو هر برای گاه، هر است محدب برداری فضای ͷی از U مجموعه زیر .٩.٢.١ تذکر



٧ آینده�ها و گذشته�ها علّͬ، خم�های .٢.١

ریمانͬ شبه خمینه هر فرض با مشابه طور به بͽیرد. قرار U در کاملا́ vw فرد) به (منحصر پاره�خط

ͷی وسیله�ی به p, q ∈ U نقطه دو هر گاه هر است محدب U ⊂ M مجموعه زیر گوییم ،M

این حالت این در بͽیرد، قرار U در کاملأ و باشد شده متصل هم به فرد یه منحصر ͷژئودزی قطعه

همسایͽͬ�های دارای فضازمان هر رو این از و شبه�ریمانͬ خمینه� هر مͬ�نویسیم. pq صورت به را قطعه

خمینه از حالتͬ عنوان به Mn+١ کنید توجه هستند. خود نقطه هر اطراف ͷکوچ دلخواه به محدب

تͺه�های با تͺه�ای هموار α که ،α : [a, b] → M علّͬ، خم قطعه ͷی طول است. محدب شبه�ریمانͬ،

و مͬ�شود بیان L (α) =
n∑

i=١
∫ titi−١ |α′| dt از استفاده با است a = t٠ < t١ < · · · < tn = b

خم اگر و است ریمانͬ ͷمتری تانسور ͷی g آن در که مͬ�باشد |α′| =
n∑

i=١

√
±g (α′ (t) , α′ (t))

است. مثبت مربع ریشه در علامت باشد فضا�گونه اگر و منفͬ مربع ریشه در علامت باشد زمان�گونه

موضعͬ طور به علّͬ ژئودزی�ͷهای گوییم خاص، حالت در و است علّͬ نظریه برای اساسͬ زیر نتیجه

دارند. را طول حداکثر

باشد. محدب ͬͽهمسای ͷی U ⊂M کنید فرض .١٠.٢.١ گزاره

( علّͬ (یا، زمان�گونه pq آنͽاه باشد، داشته وجود U در q تا p از ( علّͬ (یا، زمان�گونه خم ͷی اگر (١

است.

،L (pq) ≥ L (α) ،U در q تا p از متصل علّͬ منحنͬ قطعه هر برای آنͽاه باشد، زمان�گونه pq اگر (٢

باشد. pq از یافته پارامتر تغییر ͷی α اگر تنها و اگر برقراراست تساوی و

است. تͺه�ای آینده جهت در زمان�گونه ͷژئودزی (trip) .١١.٢.١ تعریف

گذشته پایان نقطه با خمͬ ،q به p از تͺه�ای آینده جهت در زمان�گونه ͷژئودزی ͷی .١٢.٢.١ تعریف

است. q آینده پایان نقطه و p

است. تͺه�ای آینده جهت در تبهͽون علّͬ ͷژئودزی (trip causal) .١٣.٢.١ تعریف

گذشته پایان نقطه با خمͬ ،q به p از تͺه�ای آینده جهت در تبهͽون علّͬ ͷژئودزی ͷی تعریف٢.١.١۴.
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است. q آینده پایان نقطه و p

باشند. خود پایان نقاط شامل که است لازم ١۴.٢.١ و ١٢.٢.١ در تعریفشده خم�های .١۵.٢.١ تذکر

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به ،M فضازمان روی اساسͬ اصل دو .١۶.٢.١ تعریف

داریم: ،p, q ∈M برای

نمایش p ≪ q نماد با را باشد داشته وجود q تا p از آینده جهت در زمان�گونه منحنͬ قطعه اگر •

مͬ�دهیم.

نمایشمͬ�دهیم. p ≤ q نماد با را باشد داشته وجود q تا p از آینده جهت در علّͬ منحنͬ قطعه اگر •

علّͬ ژئودزی�ͷهای چون است ،p ≤ p ،M فضازمان به متعلق های p همه برای .١٧.٢.١ تبصره

M در بسته زمان�گونه خم ͷی وجود بر دلالت p ≪ p دیͽر، طرفͬ از هستند. تعریف خوش تبهͽون

زمان�گونه خم ͬͺوفسͺمین فضای مثال، (برای است. یͺسان خم این گذشته و آینده پایان نقاط که دارد،

طوری به دارد q و p مجزای نقاط وجود بر دلالت بسته ناتبهͽون علّͬ زمان�گونه خم ͷی ندارد) بسته

باشد. q ≤ p و p ≤ q که

زیر صورت به ترتیب، به را p ∈ M نقطه ١ (گاه�شمار) زمان�گونه گذشته و آینده .١٨.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف

I+ (p) = {q ∈M : p≪ q}

I− (p) = {q ∈M : q ≪ p}

صورت به ترتیب، به ،p ∈M نقطه علّͬ گذشته و آینده نیز و

J+ (p) = {q ∈M : p ≤ q}

J− (p) = {q ∈M : q ≤ p}

مͬ�کنیم تعریف ،S ⊂M کلͬ مجموعه زیر برای و

١ Chronological



٩ آینده�ها و گذشته�ها علّͬ، خم�های .٢.١

I± (S) =
∪
p∈S

I± (p),

J± (S) =
∪
p∈S

J± (p)

کنید. توجه ،۴.١ شͺل به

زمان�گونه منحنͬ به نقطه آن از مͬ�توان که است نقاطͬ همه شامل علّͬ) (یا، زمان�گونه آینده :۴.١ شͺل

زمان�گونه آینده بستار r نقطه در J+ (r) علّͬ آینده مثال این در رسید. آینده جهت در فضاگونه) غیر (یا،

نقطه خاص، حالت در نیست. I+ (q) بستار J+ (q) مجموعه حال، این با است. r نقطه در I+ (r)

نیست. J+ (q) در اما دارد قرار I+ (q) بستار در w

تهͬ ١ ͷژئودرزی پیش ͷی q تا p از علّͬ منحنͬ هر آنͽاه ،q ∈ J+ (p) \I+ (p) اگر .١٩.٢.١ گزاره

است.

آنͽاه ،p ≤ q ≪ r یا p ≪ q ≤ r اگر علاوه، به هستند. متعدی ≤ و ≪ رابطه .٢٠.٢.١ نتیجه

است. p≪ r

مجموعه�ای را I+ (p, U) ،p ∈ U و باشد باز مجموعه ͷی U ⊂ M مجموعه فرض .٢١.٢.١ نͺته

U داخل در q تا p از α آینده جهت در زمان�گونه منحنͬ که طوری به مͬ�کنیم تعریف q ∈ U نقاط از

١ Pregeodesic
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U ⊂ M باز لورنتسͬ خمینه زیر در p زمان�گونه آینده I+ (p, U) دیͽر، عبارت به باشد. داشته وجود

شوند. مͬ تعریف مشابه صورت به نیز J± (p, U) و I− (p, U) است.

داریم: ،p از U محدب ͬͽهمسای هر برای .٢٢.٢.١ گزاره

است. باز Mنیز در رو این از و است باز U در I± (p, U) (١

است. U در I± (p, U) بستار J± (p, U) (٢

داریم: S ⊂M مجموعه زیر هر برای همچنین

است. باز I± (S) خاص، حالت در .intJ± (S) = I± (S) (٣

J± (S) اگر تنها و اگر اینͺه برابری با است J± (S) ⊂ I± (S) رو، این از .∂J± (S) = ∂I± (S) (۴

باشد. بسته

پایه�ای ͷی Mتشͺیل فضازمان از دلخواه q و p با I+ (p)∩ I− (q) شͺل به مجموعه�هایͬ :۵.١ شͺل

نیست. Mدقیق فضازمان روی عمومͬ توپولوژی مانند توپولوژی این مͬ�دهند. الͺساندرو توپولوژی از

باشد. علّͬ قوی طور به (M, g) اگر تنها و اگر دارد مطابقت عمومͬ توپولوژی با الͺساندرو توپولوژی

شود.) رجوع چهارم بخش به علّͬ قوی طور به فضازمان مورد (در

و مͬ�شناسیم، ١ زمان�گونه لوزی عنوان به را I+ (p) ∩ I− (q) ،p, q ∈ M هر برای .٢٣.٢.١ نͺته

١ Timelike diamond



١١ حدی منحنͬ�های .٣.١

همیشه زمان�گونه لوزی�های که کنید توجه مͬ�گیریم. نظر در علّͬ لوزی عنوان به را J+ (p) ∩ J− (q)

کنید. توجه ۵.١ شͺل به هستند. باز

نیستند. فضا�گونه که هستند سرعتͬ بردار�های علّͬ خم�های لورنتسͬ خمینه ͷی در .٢۴.٢.١ نͺته

حدی منحنͬ�های ٣.١
و حدی منحنͬ لم آینده، جهت در علّͬ هموار خم هاسدورف، بسته حد تعاریف بخش، این در

مͬ�کنیم. بیان [٢٩] ،[۵] مراجع از را گزاره چند

زیر از دلخواه دنباله ͷی {An} فرضکنید مͬ�شود. هاسدورف بسته حد به مربوط حدی منحنͬ مفهوم

صورت به ترتیب به {An}هاسدورف پایین و بالا حدهای Mباشد. منحنͬ�ها) لزوماً (نه مجموعه�های

مͬ�شوند تعریف زیر

lim sup {An} =
{
p ∈M : مͬ�کند قطع مجموعه�هایAnرا از متناهͬ نا ازpتعداد ͬͽهمسای هر

}
lim inf {An} =

{
p ∈M : مͬ�کند قطع مجموعه�هایAnرا از متناهͬ تعداد pاز ͬͽهمسای هر

}
حدها این بعلاوه، دارند. وجود همیشه اما باشند تهͬ است ممͺن اگرچه هاسدورف پایین و بالا حد�های

دو اگر دارد. وجود lim inf {An} ⊆ lim sup {An} شمول و Mهستند از بسته�ای مجموعه�های زیر

به مͬ�شود، داده نمایش lim {An} وسیله�ی به که ،{An} هاسدورف بسته حد آنͽاه باشند، برابر حد

مͬ�شود. تعریف lim {An} = lim inf {An} = lim sup {An}صورت

،t٠ ∈ I همه برای گاه هر مͬ�شود گفته آینده جهت در علّͬ α : I → M هموار خم .١.٣.١ تعریف

وجود است α (I٠) ⊂ U٠ که ،α (t٠) نقطه محدب نرمال ͬͽهمسای و t٠ ∈ I٠ ⊂ I باز ͬͽهمسای بازه

.α (t٢) ∈ I+ (α (t١) , U٠) ،[t١, t٢] ∈ I٠ همه برای که، طوری به باشد داشته

توجه مͬ�کنیم. بیان را حدی منحنͬ لم زیر در است. علّͬ نظریه در پایه�ای ابزاری حدی منحنͬ لم

است. کامل ریمانͬ ͷمتری ͷی دارای هموار خمینه هر که کنید

فرض بͽیرید. نظر در ثابت را M روی h کامل ریمانͬ ͷمتری حدی). منحنͬ (لم .٢.٣.١ لم
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طول به توجه با که باشد آینده ناپذیر گسترش علّͬ منحنͬ�های از دنباله�ای αk : [٠,∞) → M کنید

ابتدایͬ نقاط دنباله برای حدی نقطه ͷی p اگر است. شده بندی پارامتر h توسط شده محاسبه قوس

شروع با α : [٠,∞) → M آینده جهت در ناپذیر گسترش هموار علّͬ منحنͬ آنͽاه، باشد {αk (٠)}

هر روی یعنͬ، دارد، وجود α به همͽرا یͺنواخت طور به موضعاً
{
αkj

}
دنباله زیر و ،α (٠) = p از

است. α : [٠, T ] →M به همͽرا یͺنواخت طور به αkj : [٠, T ] →M ،[٠, T ] فشرده پارامتری بازه

( نیست. پارامتری hقوس طول به توجه با α کلͬ حالت در کنید، (توجه

هموار علّͬ منحنͬ به (که (لورنتسͬ)، قوس طول تابع که واقعیت این به زیر، حالت در همچنین

داریم. احتیاج است بالایͬ پیوسته نیم مͬ�یابد) گسترش

همͽرا یͺنواخت طور به αk : [a, b] →M علّͬ منحنͬ�های دنباله اگر .٣.٣.١ گزاره

بود. خواهد L (α) ≥ lim
k→∞

supL (αk) آنͽاه باشند، α : [a, b] →M به

آید. کار به ١٩.٢.١ گزاره از زیر نتیجه اثبات برای است ممͺن حدی منحنͬ لم

پوچ ͷژئودزی ͷی روی x ∈ ∂I+ (S) \S هر آنͽاه باشد، بسته S ⊂ M کنید فرض .۴.٣.١ گزاره

M روی گذشته ناپذیر گسترش یا است S گذشته پایانͬ نقطه دارای که دارد قرار ∂I+ (S) در مشمول

مͬ�باشد.

سراسری هذلولوی و قوی علّیت ۴.١

علّͬ، تحدب علّͬ، قوی طور به فضازمان زمان�گونه)، (یا، علّͬ فضازمان تعاریف بخش، این در

،[۵] مراجع از را گزاره و لم چند و سراسری هذلولوی فضازمان ماکسیمال، علّͬ منحنͬ قوی، علّیت

مͬ�کنیم. ذکر [٢٩]

(یا، علّͬ منحنͬ�های دارای هرگاه مͬ�شود گفته زمان�گونه) (یا، علّͬ M فضازمان .١.۴.١ تعریف

مرتب جزئاً مجموعه (M,≤) اگر تنها و اگر است Mعلّͬ نتیجه، در نباشد. بدیهͬ غیر بسته زمان�گونه)



١٣ سراسری هذلولوی و قوی علّیت .۴.١

پاد انعͺاسͬ، خواص دارای رابطه این مͬ�شود. استفاده ≤ علامت از ١ جزئͬ ترتیب رابطه (در باشد.

( است. تعدی و تقارنͬ

بسته تقریبا علّͬ منحنͬ�های دارای هرگاه مͬ�شود گفته علّͬ قوی طور Mبه فضازمان .٢.۴.١ تعریف

مجموعه زیر گوییم است. آمده بدست ٢ علّͬ تحدب دقیق مفهوم از استفاده با تعریف این نباشد.

قرار V در کاملا ،V در پایان نقاط با علّͬ منحنͬ هر هرگاه است محدب علّͬ V ⊂ M (دلخواه)

غیر مجموعه�های در را V علّͬ منحنͬ هر هرگاه است محدب علّͬ V ⊂ M معادل، طور به بͽیرد.

نͺند. قطع همبند

است: بیان قابل نیز لوزی�ها انواع اصلاح برای راحتͬ به مطلب این

لوزی�هایش همه شامل اگر تنها و اگر است محدب علّͬ V ∈ M (دلخواه) مجموعه زیر .٣.۴.١ لم

باشد. p, q ∈ V هرگاه J+ (p) ∩ J− (q) ⊂ V اگر وتنها اگر دیͽر، عبارت به باشد،

لوزی هر که کنید توجه است. تعریفشده باز همسایͽͬ�های برای تنها اغلب علّͬ تحدب .۴.۴.١ نͺته

است. محدب علّͬ علّͬ) یا (زمان�گونه

محدب علّͬ باز همسایͽͬ��های دارای p هرگاه است برقرار p ∈ M نقطه در ٣ قوی علّیت گوییم

طور به Mرا فضازمان باشد، برقرار قوی علّیت P ∈ M نقطه هر برای اگر باشد. ͷکوچ دلخواه به

p ∈ H نقطه هر در قوی علّیت هرگاه است علّͬ قوی طور به H ⊂M مجموعه زیر گوییم. علّͬ قوی

کنید: توجه زیر لم به باشد. برقرار

گسترش منحنͬ هر آنͽاه باشد، علّͬ قوی طور به و فشرده K ⊂ M اگر .( ۴ اسͺاپ (لم .۵.۴.١ لم

١ Partially order

٢ Causal convexity

٣ Strong causality

۴ Escape Lemma
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این مشمول هرگز و گرفته قرار K مجموعه از خارج باید گذشته) ناپذیر گسترش (یا، آینده ناپذیر

نشود. مجموعه

متصل β علّͬ منحنͬ�های همه برای اگر است ماکسیمال q تا p از α علّͬ منحنͬ گوییم تعریف١.۶.۴.

باشد. L (α) ≥ L (β) q تا p از

است. ماکسیمال ͷژئودزی قطعه�های به مربوط قوی علّیت .٧.۴.١ نͺته

ͷژئودزی آنͽاه باشد. فشرده و علّͬ قوی طور به J+ (p) ∩ J− (q) و p ≤ q کنید فرض .٨.۴.١ لم

دارد. وجود q تا p از متصل ماکسیمال علّͬ

مͬ�دهد. سوق فضازمان�ها از مهمͬ دسته شناخت به را ما ٨.۴.١ لم از استفاده انͽیزه

دارای و علّͬ قوی طور به هرگاه شود مͬ گفته ١ سراسری هذلولوی M فضازمان .٩.۴.١ تعریف

باشد. J+ (p) ∩ J− (q) فشرده علّͬ لوزی�های

به سراسری هذلولوی فضازمان در علّͬ مرتبط نقطه دو هر ،٨.۴.١ لم از استفاده با رو، این از

شده�اند. متصل هم به ماکسیمال علّͬ ͷژئودزی قطعه وسیله�ی

همه برای و باشد علّͬ قوی طور به هرگاه است سراسری هذلولوی H ⊂ M مجموعه زیر گوییم

زیر هر که آنجایͬ از رو، این از باشد. H در مشمول و فشرده J+ (p)∩ J− (q) علّͬ لوزی ،p, q ∈ H

داریم: نیست سراسری هذلولوی دلخواهͬ، مجموعه

سراسری هذلولوی V آنͽاه باشد محدب علّͬ V ⊂ H و سراسری Hهذلولوی ⊂M اگر .١٠.۴.١ لم

است.

کنید: توجه زیر گزاره به است. مهمͬ بسیار نتایج دارای سراسری هذلولوی

باشند. فشرده A,B ⊂M و سراسری Mهذلولͬ کنید فرض .١١.۴.١ گزاره

١ Globally hyperbolic



١۵ مرزی نقاط و کرونال آ مجموعه�ی .۵.١

.J± (A) = I± (A) خاص، حالت در است. بسته J+ (A) (١

است. فشرده J+ (A) ∩ J− (B) (٢

pk → p اگر یعنͬ، است. Mبسته روی p ≤ q رابطه باشد، سراسری Mهذلولوی اگر .١٢.۴.١ لم

.p ≤ q آنͽاه ،pk ≤ qk ها، k همه برای و باشد همͽرا qk → q و

سطح شود. مشخص کشͬ سطوح از استفاده با مͬ�تواند سراسری هذلولوی فضازمان .١٣.۴.١ نͺته

قطع را آن بار ͷی دقیقاً ناپذیر گسترش فضا�گونه غیر منحنͬ هر که Mاست از مجموعه�ای زیر S کشͬ

کشͬ سطح ͷی اگر وتنها اگر است سراسری هذلولوی M فضازمان که مͬ�دهد نشان این . مͬ�کند

باشد. داشته

که صورتͬ در است سراسری Mهذلولوی از H مجموعه زیر .١۴.۴.١ نͺته

و باشد، برقرار H روی قوی علّیت شرط (١

است. H در مشمول و فشرده J (p, q) آنͽاه ،p < q ازای در p, q ∈ H اگر (٢

مرزی نقاط و آکرونال مجموعه�ی ۵.١
کرونال آ مجموعه�ی لبه علّͬ، غیر مجموعه�ی کرونال، آ مجموعه�ی مفهوم تعاریف به بخش این در

مͬ�پردازیم. [٢۴] و [٢٩] مرجع از ازآن نتیجه�ای و گزاره بیان و

دارد. گفت خواهیم ادامه در که نظریه�ای در اساسͬ نقش بودن کرونال آ

را A از نقطه�ای دو هیچ هرگاه است علّͬ) (غیر آکرونال A ⊂ M مجموعه گوییم .١.۵.١ تعریف

از A مجموعه زیر دیͽر، عبارت (به کرد. متصل هم به (علّͬ) زمان�گونه منحنͬ ͷی وسیله�ی به نتوان

شرطͬ به این و نباشد؛ برقرار هرگز p≪ q رابطه p, q ∈ A برای گاه هر گوییم علّͬ) (غیر کرونال Mآ

( نͺند. قطع نقطه ͷی از بیشتر در را A زمان�گونه(علّͬ) منحنͬ که، است

نیست. علّͬ غیر اما است کرونال آ ͬͺوفسͺمین فضای در تهͬ ͷژئودزی خط .٢.۵.١ مثال

صفحه ابر Rn
١ در است. کرونال آ مجموعه ͷی کرونال آ مجموعه ͷی از مجموعه زیر هر .٣.۵.١ مثال



پیشنیازها .١ فصل ١۶

است. کرونال آ tثابت

کرونال آ مجموعه اما، است فضا�گونه موضعͬ طور به ͬͺوفسͺمین فضای در منحنͬ این :۶.١ شͺل

مͬ�شوند. متصل هم به زمان��گونه منحنͬ با که است نقاط از زوج�هایͬ شامل چون نیست.

باید اما باشد کرونال آ نیست نیازی ͬͺوفسͺمین فضای در هموار فضا�گونه سطح ابر ͷی :٧.١ شͺل

باشد. گفت) خواهیم ادامه (در لبه دارای

است، A ١ لبه در p ∈ A نقطه باشد. کرونال آ مجموعه ͷی A ⊂ M کنید فرض .۴.۵.١ تعریف

قطع را A که باشد I+ (p, U) به I− (p, U) از زمان�گونه منحنͬ ͷی شامل p از U ͬͽهمسای هر هرگاه

نͺند.

توپولوژی (در ͬͺتوپولوژی مرزی نقاط تمام شامل کرونال آ مجموعه ͷی کنید توجه .۵.۵.١ تذکر

١ Edge



١٧ مرزی نقاط و کرونال آ مجموعه�ی .۵.١

S کرونال آ مجموعه لبه :٨.١ شͺل

( نیست. بسته S اینجا، (در بعدی - ٢ ͬͺوفسͺمین فضای در S کرونال آ مجموعه لبه :٩.١ شͺل

است. مرز نوعͬ کرونال آ مجموعه ͷی لبه حال، این با است. خمینه)

A کرونال آ مجموعه :١٠.١ شͺل

.A = A ∪ edgeA آنͽاه ،( ١٠.١ (شͺل باشد کرونال آ مجموعه ͷی A اگر .۶.۵.١ لم

بود: خواهد مهم بسیار بودن کرونال آ مورد در زیر نتیجه

اگر تنها و اگر است C٠ سطح ابر ͷی A آنͽاه باشد، کرونال آ ∅ ≠ A ⊂ M اگر .٧.۵.١ گزاره

است. بسته C٠ سطح ابر ͷی لبه بدون کرونال آ مجموعه هر خاص، حالت در .A ∩ edgeA = ∅

داریم: را زیر خاصیت ۴.٣.١ گزاره از استفاده با علاوه، به
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ͷی روی x ∈ ∂I+ (S) \S هر آنͽاه باشد. کرونال آ و بسته S ⊂ M کنید فرض .٨.۵.١ نتیجه

گسترش اینͺه یا و مͬ�باشد S لبه روی گذشته پایانͬ نقطه دارای یا که ∂I+ (S) در شامل ͷژئودزی

دارد. قرار Mباشد در گذشته ناپذیر

نقطه x که فرضکرد توان مͬ ،۴.٣.١ گزاره از استفاده با بͽیرید، نظر در ثابت را x ∈ ∂I+ (S) اثبات.

علاوه، به است. η (٠) = s ∈ S و η (١) = x با ،η : [٠, ١] → ∂I+ (S) پوچ ͷژئودزی آینده پایانͬ

.η ∩ S = {η (٠)} = {s} یعنͬ، دیͽر عبارت به مͬ�شود، خارج S از بلافاصله η کرد فرض مͬ�توان

طوری به s از U ͬͽهمسای ͷی دارد وجود که، فرضکنید خلف برهان به .s ∈ edgeS مͬ�دهیم نشان

p ∈ I− (s, U) کنید فرض کند. قطع را S ،I+ (s, U) به I− (s, U) از U در زمان�گونه منحنͬ هر که

،ε > ٠ برای رو این از و است s از باز ͬͽهمسای ͷی I+ (p, U)∩ I− (q, U) آنͽاه .q ∈ I+ (s, U) و

U در α+ زمان�گونه منحنͬ و η (ε) به p از U در α− زمان�گونه منحنͬ بنابراین، مͬ�کند. قطع را η (ε)

p ∈ I− (s, U) از زمان�گونه منحنͬ α = α− + α+ ،α+ و α− الحاق با دارد. وجود q به η (ε) از

S باید α+ یا α− دیͽر، عبارت به کند، قطع را S باید رو این از و است، U در q ∈ I+ (s, U) به

در α+\ {η (ε)} داریم ،η (ε) /∈ S که آنجایͬ از آنͽاه کند. قطع را S ،α+ کنید فرض کند. قطع را

نتیجه از استفاده با رو این از و، ،s ≤ η (ε) << s′ داریم سپس، اما مͬ�کند. قطع را S ،s′ ∈ S نقطه

حالت در مͬ�کند، قطع را S ،α رو این از .s << s′ داریم است S بودن کرونال آ ناقض که ،٢٠.٢.١

رو این از و است، η (ε) ∈ I+ (S) که دهد مͬ نتیجه این اما مͬ�کند. قطع را S ،α−\ {η (ε)} خاص،

.s ∈ edgeS رو این از است. x ∈ ∂I+ (S) با تناقض در این و ،x ∈ I+ (S)

شده ذکر مفهوم در فضا�گونه سطح ابر ͷی زمان�گونه نرمال بردار با هموار سطح ابر ͷی .٩.۵.١ نͺته

است. ٢.١.۴ تعریف در



١٩ تͺینͬ�ها و بودن کامل کشͬ، سطوح کشͬ، بسط .۶.١

تͺینͬ�ها و بودن کامل کشͬ، سطوح کشͬ، بسط ۶.١

چند بیان و S ⊂ M مجموعه برای کشͬ سطوح و کشͬ بسط تعاریف به ابتدا بخش، این در

را سراسری هذلولوی شرط و کشͬ بسط به مربوط اساسͬ قضیه��ای سپس، مͬ�پردازیم نتیجه و گزاره

- S شعاعͬ)، (خط شعاع کامل، ͬͺژئودزی طور به فضازمان از تعاریفͬ نهایت، در و مͬ�کنیم بیان

به و کرده بیان را بوسمان تابع سطوح مجموعه و بوسمان پیش تابع بوسمان، تابع هم-شعاع، شعاع،

بهره با بخش این مطالب کرد. خواهیم بحث تͺین فضازمان و کامل فضازمان مورد در مختصر طور

است. شده آوری گرد [٢٩] ،[١٢] ،[۵] مراجع از گیری

مͬ�نویسیم J+ (S) و J− (S) صورت به را، S ⊂ M مجموعه علّͬ گذشته و آینده .١.۶.١ تعریف

است: زیر صورت به ترتیب، به و مͬ�شوند نامیده S گذشته و آینده نفوذ دامنه�های که،

J+ (S) =
{
q ∈M : مͬ�کند قطع ,Sرا qاز گذرنده گذشته جهت در علّͬ منحنͬ هر

}
J− (S) =

{
p ∈M : مͬ�کند قطع ,Sرا pاز گذرنده آینده جهت در علّͬ منحنͬ هر

}
فرض مشابه، طور (به مͬ�کنیم. تعریف J (S) = J+ (S)∪J− (S)صورت به را S (کلͬ) نفوذ دامنه

( I (S) = I+ (S) ∪ I− (S) مͬ�کنیم

را، S گذشته و آینده ͬͽوابست دامنه�های است، کرونال آ که S ⊂ M مجموعه برای .٢.۶.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به ترتیب، به

D+ (S) =
{
q ∈M : مͬ�کند قطع ,Sرا qاز گذرنده گذشته ناپذیر گسترش علّͬ منحنͬ هر

}
D− (S) =

{
p ∈M : مͬ�کند قطع ,Sرا pاز گذرنده آینده ناپذیر گسترش علّͬ منحنͬ هر

}
است. D (S) = D+ (S) ∪D− (S)صورت به S (کلͬ) ͬͽوابست دامنه

مͬ�شوند تعریف زیر صورت به ترتیب، به S گذشته و آینده کشͬ افق سطح .٣.۶.١ تعریف
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H+ (S) = D+ (S)\I− (D+ (S))

H− (S) = D− (S)\I+ (D− (S))

مͬ�شود. تعریف H (S) = H+ (S) ∪H− (S)صورت به S (کلͬ) کشͬ افق سطح

فضا�گونه غیر منحنͬ هر که است M فضازمان از مجموعه�ای زیر S کشͬ سطح .۴.۶.١ تعریف

مͬ�کند. قطع را آن بار ͷی دقیقاً ناپذیر گسترش

برای رو، این از مͬ�شود. برده کار به ͬͽوابست دامنه�ی جای به اغلب کشͬ بسط کلمه .۵.۶.١ نͺته

است. S (کلͬ) کشͬ بسط D (S) و، مͬ�شود. نامیده S آینده کشͬ بسط نیز D+ (S) مثال،

غیر�فضاگونه منحنͬ هر که طوری به است p ∈ M نقاط همه شامل S از D+ (S) آینده کشͬ بسط

کند. قطع وسط از Mرا از S بسته مجموعه زیر ،p از گذرنده گذشته ناپذیر گسترش

،١٢.١ ،١١.١ شͺل�های به ،S کرونال آ مجموعه کشͬ بسط و کشͬ سطح مفاهیم از بهتر درک برای

کنید. توجه ١۵.١ و ١۴.١ ،١٣.١

S کرونال آ مجموعه کشͬ بسط :١١.١ شͺل



٢١ تͺینͬ�ها و بودن کامل کشͬ، سطوح کشͬ، بسط .۶.١

D+ (S) روی آن تأثیر Mو خمینه از نقطه ͷی حذف :١٢.١ شͺل

D+ (S) روی آن تأثیر و S کرونال آ مجموعه از نقطه ͷی حذف :١٣.١ شͺل

فضای در t = −
(
x٢ + y٢ + z٢ + ١

) ١
٢ ͬͺژئودزی کامل فضا�گونه ابرسطح ͷی S اگر :١۴.١ )شͺل

x٢ + y٢ + z٢
) ١

٢ ≤ −t ≤
(
x٢ + y٢ + z٢ + ١

) ١
٢ صورت به D+ (S) آنͽاه، باشد ͬͺوفسͺمین

است.
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آن. H+ (S) کشͬ افق سطح و S کرونال آ بسته مجموعه :١۵.١ شͺل

باشد، کرونال آ S ⊂M کنید فرض .۶.۶.١ گزاره

.S ⊂ D± (S) ⊂ S ∪ I+ (S) ⊂ J± (S) (١

است. کرونال ±Hآ (S) (٢

باشد. اگرSبسته تنها و اگر اینͺه برابری ,با edgeH± (S) ⊂ edgeS (٣

.H± (S) \edgeS ⊂ J± (S) (۴

.∂D± (S) = S ∪H± (S) D∂و (S) = H (S) (۵

داریم: ،۶.۶.١ و ٧.۵.١ گزاره�های از نتیجه ͷی عنوان به

C٠ سطح ابر باشد، ناتهͬ اگر ،H± (S) \edgeS آنͽاه باشد، کرونال آ S ⊂ M اگر .٧.۶.١ نتیجه

است. لبه بدون کرونال آ

است: کشͬ افق سطح به مربوط ۴.٢.۴ نتیجه مانند زیر گزاره

پایانͬ نقطه p ∈ H± (S) \edgeS نقطه هر آنͽاه باشد. کرونال آ S ⊂ M کنید فرض .٨.۶.١ گزاره

روی گذشته پایانͬ نقطه ͷی دارای یا که است H± (S) در مشمول کامل طور به تهͬ ͷژئودزی ͷی

مͬ�باشد. گذشته ناپذیر گسترش یا و بوده edgeS

داریم: کشͬ، بسط ساختار به توجه با

هذلولوی آنͽاه، باشد ناتهͬ ،intD (S) اگر آنͽاه باشد. کرونال آ S ⊂ M کنید فرض .٩.۶.١ گزاره



٢٣ تͺینͬ�ها و بودن کامل کشͬ، سطوح کشͬ، بسط .۶.١

است. باز D (S) آنͽاه باشد، علّͬ غیر سطح ابر ͷی S اگر علاوه، به است. سراسری

داریم: علاوه، به

باشد. کرونال آ ∅ ≠ S ⊂M کنید فرض .١٠.۶.١ گزاره

.S = ∂I− (S)حالت این ,در D− (S) = J− (S) ⇔ H− (S) = ∅ (١

.∂I− (S) = S = ∂I+ (S)حالت این M,در = D (S) = J (S) ⇔ H (S) = ∅ (٢

اگر است گذشته کشͬ سطح S گوییم باشد. کرونال آ ∅ ̸= S ⊂ M کنید فرض .١١.۶.١ تعریف

سطح ͷی S گوییم مͬ�شود. تعریف زمانͬ دوگان صورت به آینده کشͬ سطح باشد. H− (S) = ∅

باشد. D (S) =M اگر معادل، طور به یا ،H (S) = ∅ اگر است (کلͬ) کشͬ

کشͬ سطح زمان هم اگر تنها و اگر است کشͬ سطح ͷی ناتهͬ کرونال آ مجموعه ͷی بنابراین،

هستند. لبه بدون آینده) (گذشته، کشͬ سطوح که مͬ�گیریم نتیجه ١٠.۶.١ گزاره از باشد. گذشته و آینده

داریم: ،٧.۵.١ گزاره از استفاده با رو، این از

است. لبه بدون کرونال آ C٠ سطح ابر ͷی آینده) (گذشته، کشͬ سطح هر .١٢.۶.١ نتیجه

زیر (نسخه) صورت به اغلب، دارد. بسیاری تفاوت�های کشͬ سطح تعریف مختلف، متون در

شده�اند: بیان

و اگر است M برای کشͬ سطح ͷی S آنͽاه باشد. کرونال آ S ⊂ M کنید فرض .١٣.۶.١ گزاره

گسترش علّͬ منحنͬ هر حالت، این در کند. قطع را S ،M در ناپذیر گسترش علّͬ منحنͬ هر اگر تنها

مͬ�کند. قطع را I+ (S) و I− (S) نیز ناپذیر

کنید: توجه علّͬ) کامل فضای به (مربوط زیر خاصیت به همچنین

مجموعه ،p ∈ J− (S) هر برای آنͽاه، باشد. گذشته کشͬ سطح ͷی S کنید فرض .١۴.۶.١ گزاره

است. فشرده J+ (p) ∩ J− (S)



پیشنیازها .١ فصل ٢۴

داریم: ،۵.۴.١ لم و ٣.۴.۴ و ٢.٢.۴ گزاره�های از استفاده با

Mاست. برای کشͬ سطح ͷی S ⊂M فشرده لبه، بدون کرونال آ مجموعه هر .١۵.۶.١ گزاره

آورده�ایم: را کشͬ سطوح به مربوط ͬͺتوپولوژی حقایق زیر در

هموار کامل زمان�گونه برداری میدان هر X Mو برای کشͬ سطح ͷی S کنید فرض .١۶.۶.١ قضیه

هر علاوه، به مͬ�شود. شͺافته ،M ≈ R× S صورت به ͬͺتوپولوژی طور Mبه آنͽاه Mباشد. روی

هستند. همئومورف فضازمان ͷی برای کشͬ سطح دو

آوریم: مͬ را سراسری هذلولوی و کشͬ بسط به مربوط زیر اساسͬ نتیجه حال،

ͷی دارای اگر تنها و اگر است سراسری هذلولوی M فضازمان ͷی .(Geroch) .١٧.۶.١ قضیه

باشد. کشͬ سطح

ͬͺژئودزی طور Mبه گوییم باشد. I = R اگر است کامل γ : I → M ͷژئودزی .١٨.۶.١ تعریف

M گوییم تر، واضح طور به یابد. گسترش کامل ͷژئودزی ͷی Mبه در ͷژئودزی هر اگر است کامل

γ آینده جهت در (تهͬ) زمان�گونه ͷژئودزی هر گاه هر است آینده (تهͬ) زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل

(تهͬ) زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل باشد. a ∈ R هر برای ،[a,∞) ⊂ I با γ : I → M به توسعه قابل

است (تهͬ) زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل M گوییم است. شده تعریف زمانͬ دوگان صورت به گذشته

را (M, g) فضازمان ͷی بنابراین، باشد. گذشته و آینده (تهͬ) زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل زمان هم اگر

باشد. کامل آن زمان�گونه ناپذیر گسترش ژئودزی�ͷهای تمام اگر گوییم زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل

ناکامل تهͬ یا زمان�گونه ͷژئودزی ͷی وجود معمولا ،M در ١ ͬͽینͺت از استفاده با .١٩.۶.١ تعریف

زمان��گونه ͷژئودزی ͷی شامل هرگاه گوییم تͺین Mرا حالت این در مͬ�یابیم، در را آینده) یا (گذشته

باشد. آینده) یا (گذشته ناکامل تهͬ یا و

فاصله γ اگر مͬ�شود گفته شعاعͬ) (خط شعاع ،γ : [٠,∞) → M ͷژئودزی .٢٠.۶.١ تعریف

١ Singularity



٢۵ تͺینͬ�ها و بودن کامل کشͬ، سطوح کشͬ، بسط .۶.١

ͷژئودزی ،M فضازمان در شعاعͬ) (خط شعاع ͷی �کند. مشخص را نقاطش از زوج هر بین ریمانͬ

از اغلب شعاعͬ) (خطوط شعاع�ها است. γ : [٠,∞) → M ماکسیمال آینده ناپذیر گسترش علّͬ

مͬ�آیند. وجود به حدی ساختار�های

،hقوس طول پارامتر با ،γ : [٠,∞) →M آینده ناپذیر گسترش علّͬ منحنͬ .٢١.۶.١ تعریف

دیͽر، عبارت به کند، بیشینه را S تا فاصله γ (٠) ∈ S و γ اگر مͬ�شود گفته شعاعͬ) (خط شعاع - S

L
(
γ
∣∣
[٠,a]
)
= d (S, γ (a)) a ≥ همه٠ برای

باشد آینده ناپذیر گسترش شعاعͬ) (خط شعاع - S ،γ : [٠,∞) →M فرضکنید تعریف١.۶.٢٢.

دنباله برخͬ برای و zn → z ،J+ (S) در کنید فرض بͽیرید. نظر در را z ∈ I− (γ) ∩ J+ (S) و

و ،zn ∈ I− (pn) داریم بزرگ کافͬ اندازه به های n برای آنͽاه pn = γ (rn) دهید قرار rn → ∞

کنید فرض d (zn, pn) <∞

یا ،pn → ∞ (a

d (zn, pn) → ∞ (b

نظر در را علّͬ منحنͬ�های از µn افزایشͬ حد دنباله است. برقرار b باشد نامتناهͬ طول دارای γ اگر

شعاعͬ µn از µ : [٠,∞) → M حدی منحنͬ هر زیر، لم از استفاده با است. pn تا zn از که بͽیرید

I− (γ) بستار در µ که کنید توجه گوییم. γ هم-شعاع را شعاعͬ چنین مͬ�شود. آغاز z از که است

آینده ناپذیر گسترش تهͬ ͷژئودزی مولد µ
∣∣
[t,∞) آنͽاه ،µ (t) ∈ ∂I− (γ) اگر واقع (در دارد. قرار

( است. ∂I− (γ)

d (zn, pn) با pn ∈ I+ (zn) zn → z که Mباشد فضازمان در دنباله�ای zn کنید فرض .٢٣.۶.١ لم

با علّͬ منحنͬ�های افزایشͬ حد دنباله γn : [٠, an] →M کنید فرض بͽیرید. نظر در متناهͬ

آینده�ای ناپذیر گسترش بسط هر γn : [٠,∞) →M فرضکنید باشد. γn (an) = pn و γn (٠) = zn

کنید فرض باشد. γn از



پیشنیازها .١ فصل ٢۶

یا، نیست. همͽرا دنباله�ای زیر هیچ دیͽر عبارت به ،pn → ∞ (a

d (zn, pn) → ∞ (b

مͬ�شود. آغاز z از که است شعاعͬ γ̃n دنباله از γ : [٠,∞) →M حدی منحنͬ هر آنͽاه

تابع باشد. آینده کامل زمان�گونه شعاع - S ͷی γ : [٠,∞) → M کنید فرض .٢۴.۶.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به γ به مربوط b :M → [−∞,∞] بوسمان

b (x) = lim
r→∞

br (x) ,

که
br (x) = d (γ (٠) , γ (r))− d (x, γ (r)) .

توابع را br (x) تعریف، این در دارد. وجود همیشه فوق حد یافته توسعه حقیقͬ اعداد در که کنید توجه

مͬ�نامیم. بوسمان پیش

کامل زمان�گونه شعاع - S ͷی γ : [٠,∞] → M و فضازمان ͷیM کنید فرض .٢۵.۶.١ تعریف

صورت به را ،γ به مربوط بوسمان تابع Mاست. از مجموعه�ای زیر S که باشد، آینده

آنͽاه .
∑

c = {x ∈M |b (x) = c, c ∈ R} دهید قرار بͽیرید. نظر در b : M → [−∞,∞]

.
∑

c ⊂ I− (γ) داریم و مͬ�شود نامیده b بوسمان تابع سطوح مجموعه
∑

c

اگر باشد. آینده کامل زمان�گونه شعاع - S ͷی γ : [٠,∞) → M کنید فرض .٢۶.۶.١ نͺته

رو این از و کند، میل r → ∞ وقتͬ br (x) = d (γ (٠) , γ (r)) → ∞ آنͽاه ،x ∈M\I− (γ)

b (x) = ∞, x ∈M\I− (γ) همه برای

چون مͬ�یابد، افزایش r که همان�گونه مͬ�یابد کاهش یͺنواخت طور به br (x) آنͽاه ،x ∈ I− (γ) اگر و

داریم ”RTI” از استفاده با s > r برای

d (x, γ (s)) ≥ d (x, γ (r)) + d (γ (r) , γ (s)) ,

d (γ (٠) , γ (s)) = d (γ (٠) , γ (r)) + d (γ (r) , γ (s)) ,

به دارد. وجود حد حالت این در بنابراین است؛ شده محدود ،d (γ (٠) , x) وسیله�ی به br (x) زیر در
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داریم علاوه،
b (x) ≥ d (S, x) ≥ ٠, x ∈ I− (γ) ∩ J+ (S) همه برای

فضا�گونه، ابرسطح�های تعریف در ،d (S, p)+d (p, γ (r)) ≤ d (γ (٠) , γ (r)) ≤ ∞ رابطه به بنا زیرا

دارند. I− (γ)∩J+ (S)روی متناهͬ مقادیر دو هر d و b بنابراین .br (x) ≥ d (S, x) ،r ≥ ٠ هر برای

br کاهشͬ حد b چون و است بالایͬ پیوسته نیم br رو این از است، پایینͬ پیوسته نیم d اینͺه به توجه با

آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل سراسری، هذلولͬ ͷیM اگر است. بالایͬ پیوسته نیم نیز این است،

نشان RTI از دیͽر ساده کاربرد�های است. Mپیوسته روی b آنͽاه باشد فشرده فضا�گونه ابرسطح S و

که مͬ�دهد
b (q) ≥ b (p) + d (p, q) , I− (γ) ∩ J+ (S) pدر ≤ qهر برای

است. کاهشͬ غیر علّͬ منحنͬ امتداد در b رو این از و



پیشنیازها .١ فصل ٢٨



دوم فصل

آکرونال حدهای

[٢۴] ،[۵] ،[٢٢] مرجع�های از بردن بهره با آن مطالب بیشتر و است بخش ͷی شامل فصل این

یادآوری را کرونال آ های کران به مربوط مقدماتͬ قوانین برخͬ فصل دراین مͬ�شود. بیان [٢٠] و

های کره شبه سپس و مͬ��پردازیم فضازمان در آینده و گذشته مجموعه�های معرفͬ به ابتدا در مͬ�کنیم.

۶.١.٢ گزاره فصل، این مهم بسیار نتیجه مͬ�کنیم. معرفͬ اکرونال حدهای قالب در را یافته تعمیم

باشد کرونال آ کران ͷی A اگر که است آمده گزاره این در است. ١ کرونال) آ (تجزیه

یͷمجموعه F و گذشته یͷمجموعه P که دارند وجود چنان F و P فرد به منحصر مجموعه�های (١

.I− (A) ⊂ P و I+ (A) ⊂ F داریم همچنین .∂F = ∂P = A و است آینده

.M = P ∪ A ∪ F و هستند مجزا دو دوبه A و F و P مجموعه�های (٢

منحصر نقطه ͷی در F به P از منحنͬ هر باشد Aزمان�گونه اگر که مͬ�شود نتیجه گزاره این از علاوه به

مͬ�کند. قطع را A فرد به

١ Achronal Decomposition

٢٩



کرونال آ حدهای .٢ فصل ٣٠

آکرونال حدهای ١.٢

دار جهت لورنتسͬ خمینه ͷی دیͽر، عبارت به است. فضازمان ͷی
(
Mn+١, g

)
مͬ�کنیم فرض

باشد. n ≥ ١ با زمانͬ

،M از S مجموعه زیر ͷی برای اگر گوییم آینده یͷمجموعه را F ⊂ M مجموعه .١.١.٢ تعریف

باشد. I+ (F ) = F اگر تنها و اگر است آینده مجموعه F واقع در باشد. داشته وجود F = I+ (S)

،M از S مجموعه زیر ͷی برای اگر گوییم گذشته یͷمجموعه را P ⊂M مجموعه تعریف٢.١.٢.

باشد. I− (P ) = P اگر تنها و اگر است گذشته مجموعه P واقع در باشد. داشته وجود P = I− (S)

را باشد) ناتهͬ که این بر (فرض گذشته یا آینده مجموعه ͷی مرز آکرونال). (کران .٣.١.٢ تعریف

F یا P برای کرونال آ کران A مانند ناتهͬ مجموعه ͷی که، معنͬ این به مͬ�نامیم کرونال آ کران ͷی

باشد. داشته وجود A = ∂I± (S) ،M از S زیرمجموعه ͷی برای اگر است

هستند. باز الزاماً گذشته و آینده مجموعه�های .۴.١.٢ نͺته

است. لبه بدون کرونال آ C٠ ابرسطح ͷی کلͬ، حالت در A ⊂M کرونال آ کران ͷی .۵.١.٢ نͺته

آنͽاه باشد. کرونال آ کران ͷی A ̸= ∅ کنید فرض ( آکرونال (تجزیه .۶.١.٢ گزاره

یͷمجموعه F و گذشته یͷمجموعه P که دارند وجود چنان F و P فرد به منحصر مجموعه�های (١

.I− (A) ⊂ P و I+ (A) ⊂ F داریم، چنین هم .∂F = ∂P = A و است آینده

و هستند مجزا دو دوبه A و F و P مجموعه�های (٢

M = P ∪ A ∪ F
(
شͺل١.٢

)
خم تقاطع باشد، زمان�گونه خم که صورتͬ (در کند قطع را A باید F به P از خمͬ هر علاوه، به

است). فرد به منحصر نقطه ͷی در A و

است. F = I+ (S) و P = I− (S) با کرونال آ کران ͷی S کشͬ سطح هر .٧.١.٢ نͺته



٣١ کرونال آ حدهای .١.٢

کرونال آ تجزیه :١.٢ شͺل

مثال، برای است. [٢۴] در ٣.١۵ گزاره یافته تقلیل شͺل ۶.١.٢ گزاره اثبات. مورد در تبصره�ای

و گذشته مجموعه ͷی P = I− (M\F ) پس، است. آینده مجموعه F که ،A = ∂F کنید فرض

آنͽاه ،F ′ مانند دیͽری آینده مجموعه برای ،A = ∂F ′ اگر است. برقرار گزاره و A = ∂P داریم:

چون [٢۴] در ٣.١۵ گزاره به بنا اما داشت. خواهیم را M = P ′ ∪ A ∪ F ′ تجزیه مشابه روشͬ به

شمول طرفͬ از .F = F ′ که مͬ�شود نتیجه پس هستند فرد به منحصر آینده و گذشته مجموعه�های

باشند. اکید است ممͺن I+ (A) ⊂ F و I− (A) ⊂ P

نتیجه P یͺتایͬ از .I− (A) = P اگر است سره گذشته ،A کرونال آ کران ͷی .٨.١.٢ تعریف

کران زمانͬ، دوگان صورت به باشد. ∂I− (A) = A اگر تنها و اگر است سره گذشته A که مͬ�شود

باشد. ( ∂I+ (A) = A برابر، طور به (یا I+ (A) = F اگر است سره آینده A کرونال آ

و گذشته فرد به منحصر مجموعه�های با ترتیب، به کرونال آ کران�های B و A کنید فرض .٩.١.٢ لم

است: برقرار زیر موارد آنͽاه باشند. {PB, FB} و {PA, FA} آینده

باشد. FB ⊂ FA اگر تنها و اگر PA ⊂ PB (١

آنͽاه باشند، سره گذشته B و A اگر (٢

و باشد. J− (A) ⊂ J− (B) اگر تنها و اگر PA ⊂ PB الف)

باشد. A ⊂ J− (B) اگر تنها و اگر J− (A) ⊂ J− (B) ب)

FB که آنجایͬ از اما .PA ⊂ PB ⇔ B ∪ FB ⊂ A ∪ FA ،۶.١.٢ گزاره از استفاده با (١) اثبات.

این و FB ∩ PB ̸= ∅ مͬ�دهد نتیجه که .FB ∩ PA ̸= ∅ آنͽاه باشد، FB ∩ A ̸= ∅ اگر است باز

با (٢) است. حالت این زمانͬ دوگان صورت به برعͺس حالت .FB ⊂ FA بنابراین است تناقض ͷی
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( J− (A) = A ∪ I− (A) = I− (A) = PA آنͽاه باشد، سره گذشته A (اگر که نͺته ازاین استفاده

که مͬ�شود نتیجه درون و بستار گرفتن با و

I− (A) ⊂ I− (B) ⇔ J− (A) ⊂ J− (B)

{Fk} یا {Pk} که شرایطͬ در {Ak} کرونال آ کران�های دنباله که مͬ�رسیم نتیجه این به درنهایت،

بود. خواهد Fk ⊂ Fk+١ یا Pk ⊂ Pk+١ ،k تمام برای که، معنͬ این به است. یͺنوا باشد افزایشͬ

به نیز و باشد، کرونال آ کران�های دنباله {Ak} کنید فرض آکرونال). (حدهای .١٠.١.٢ تعریف

با مرتبط که مͬ�گیریم نظر در آینده و گذشته فرد به منحصر مجموعه�های را Fk و Pk ،k هر ازای

باشد. Ak = ∂Pk = ∂Fk

مͬ�شود تعریف زیر صورت به {Ak} از A∞ آینده کرونال حدآ آنͽاه باشد، افزایشͬ Pk دنباله اگر (١

A∞ = ∂

(∪
k

Pk

) (
شͺل٢.٢

)

مͬ�شود تعریف زیر صورت به {Ak} از A∞ گذشته کرونال آ حد آنͽاه باشد، افزایشͬ Fk دنباله اگر (٢

A∞ = ∂

(∪
k

Fk

)

آینده کرونال آ حد :٢.٢ شͺل



٣٣ کرونال آ حدهای .١.٢

گذشته مجموعه ͷی آینده) (یا گذشته مجموعه�های از دلخواهͬ اجتماع که آنجایͬ از .١١.١.٢ نͺته

ابر ͷی رو این از و است کرونال آ کران ͷی باشد) ناتهͬ (اگر کرونال آ حد ͷی مͬ�شود، آینده) (یا

Mاست. در لبه بدون کرونال آ C٠ سطح

این در و بود خواهد کاهشͬ دنباله ͷی Fk یعنͬ باشد، افزایشͬ دنباله ͷی Pk وقتͬ .١٢.١.٢ تذکر

ͷی Pk وقتͬ علاوه، به مͬ�آید. بدست ١٠.١.٢ روابط از استفاده با گذشته و آینده کرونال آ حد حالت

مجموعه (آینده) گذشته مجموعه�های از دلخواه تعداد هر اجتماع که این به توجه با باشد، افزایشͬ دنباله

اگر و A∞ = ∂P∞ رو، این از و است (باز) گذشته مجموعه ͷی P∞ :=
∪
k

Pk است، (آینده) گذشته

A∞ = ∂F∞ باشد کاهشͬ دنباله ͷی Pk وقتͬ مشابه، طور به است. کرونال آ کران ͷی باشد ناتهͬ

است. کرونال آ کران ͷی A∞ بنابراین است (باز) آینده مجموعه ͷی F∞ :=
∪
k

Fk آن در که

دیͽر، عبارت به باشد سره گذشته کرونال آ کران�های از دنباله�ای {Ak} کنید فرض .١٣.١.٢ تبصره

اگر تنها و اگر است افزایشͬ {Pk} ،٩.١.٢ لم به توجه با ، آنͽاه باشد. I− (Ak) = Pk ، k هر برای

طور به باشد. Ak ⊂ J− (Ak+١) ، k هر برای که است این معادل واین باشد افزایشͬ {J− (Ak)}

واین باشد کاهشͬ {J− (Ak)} اگروتنهااگر است کاهشͬ {Pk} متقابلا́، یا است افزایشͬ {Fk} مشابه،

باشد. برقرار k هر برای Ak+١ ⊂ J− (Ak) که است این معادل

مͬ�آید. وجود به Aks دنباله�ای زیر حد توسط نوعͬ به ،A∞ کرونال آ حد که مͬ�دهیم نشان حال

افزایشͬ آینده {xk} نقاط دنباله�ی آنͽاه باشد برقرار xk ≤ xk+١ ،k هر برای اگر .١۴.١.٢ تعریف

نقاط دنباله�ی گوییم. {xk} آینده علّͬ حد را x باشد، x ∈ M به همͽرا دنباله چنانچه اگر است.

هستند. درک قابل زمانͬ دوگان قالب در آنها، گذشته علّͬ حد و افزایشͬ گذشته

آینده کرونال آ حد A∞ کنید فرض .( آکرونال حدهای دنباله�ای کردن (مشخص .١۵.١.٢ گزاره

A∞ در ،ak ∈ Ak دنباله، حدی نقطه هر آنͽاه باشد. {Ak} کرونال آ کران�های از دنباله�ای (گذشته)

α زمان�گونه منحنͬ هر و a ∈ A∞ نقطه هر گرفتن نظر در ثابت با علاوه، به گرفت. خواهد قرار
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کافͬ اندازه به k ) مͬ�شود. محسوب ak = α ∩ Ak دنباله (گذشته) آینده علّͬ حد a ،a از گذرنده

( است. بزرگ

A∞ = و است افزایشͬ {Pk} ،۴.۵.۵ تعریف به بنا باشد. آینده کرونال آ حد A∞ کنید فرض اثبات.

.P∞ =
∪
k

Pk ،∂P∞

که باشد چنان akj مانند ak از دنباله زیر ͷی و باشد ak ∈ Ak دنباله حدی نقطه a ∈ M کنید فرض

j برای پس .akj ∈ U داریم بزرگ، های j برای کنید. فرض a دلخواه ͬͽهمسای را U .akj → a

رو این از دارد بر در را Pkj نیز این و داشته بر در را Akj = ∂Pkj دنباله U که آنجایͬ از بزرگ، های

آنجایͬ از و کرد خوهد قطع را I+ (a) ،y مانند نقطه�ای در U همچنین .P∞ =
∪
k

Pk داشت خواهیم

بود. خواهد akj شامل بزرگ کافͬ اندازه به های j همه ازای به مͬ�باشد، a شامل و بوده باز I− (y) که

این .y /∈
∪
k

Pk = P∞ نتیجه در و بود خواهد y ∈ I+
(
Akj

)
⊂ Fkj بزرگ های j همه برای بنابراین

حال بود. خواهد ak ∈ Ak دنباله حدی نقاط همه شامل A∞ رو، این از .a ∈ ∂P∞ که مͬ�دهد نتیجه

α (٠) = a و ٠ ∈ I با آینده جهت در زمان�گونه منحنͬ ͷی α : I → M نیز و a ∈ A∞ کنید فرض

باشد.

و α|[−T,٠) ⊂ I− (A∞) ⊂ P∞ =
∪
k

Pk داریم بͽیرید. نظر در ثابت است T > ٠ که را −T ∈ I

تا α (−T ) ∈ Pk از زمان�گونه منحنͬ α بزرگ، کافͬ اندازه به های k همه برای بنابراین .a /∈ Pk

به های k ازای به که مͬ�شود نتیجه ۶.١.٢ گزاره از پس بود. خواهد α (٠) = a ∈ Ak ∪ Fk

که طوری به دارد وجود فرد به منحصر α|[−T,٠) ⊂ I− (A∞) ⊂ P∞ =
∪
k

Pk بزرگ، کافͬ اندازه

.ak := α (tk) ∈ Ak

است رو این از و یابد افزایش k در باید {tk} که مͬ�دهد نتیجه است افزایشͬ {Pk} که واقعیت این

پس باشد، tk ≤ ٢δ < ٠ عبارتͬ، به tk ̸→ ٠ که این بر فرض است. افزایشͬ آینده {ak} که

طرفͬ، از .α (δ) ∈ Pk داشت خواهیم بزرگ های k برای رو این از و ،α (δ) ∈ I− (A∞) ⊂ P∞
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پذیر امͺان است Pk ∩ Fk = ϕ که زمانͬ تا که ،α (δ) ∈ I+ (Ak) ⊂ Fk داریم بزرگ های k برای

.ak = α (tk) → α (٠) = a بنابراین و ،tk → ٠ باید نتیجه در نیست.

عنوان به است؛ هاسدورف بسته حدهای مفهوم با ارتباط در وضوح به ١۵.١.٢ گزاره .١۶.١.٢ تبصره

بسته حد که مͬ�شود نتیجه ١۵.١.٢ گزاره از واقع، در کنید. رجوع [٢٣] مرجع ۴.٣ بخش به، مثال

این از و است، کرونالش آ حد با تناظر در و دارد وجود {Ak} کرونال آ کران�های دنباله از هاسدورف

.A∞ = lim
k→∞

Ak بنویسم مͬ�توانیم رو



کرونال آ حدهای .٢ فصل ٣۶



سوم فصل

ها کره شبه و ها کره

که، کشͬ شبه�کره�های ازجمله مͬ�شود. بررسͬ یافته تعمیم شبه�کره�های مهم نمونه�های فصل این در

شبه�کره�های آن از پس مͬ�دهند. تعمیم فشرده کشͬ سطوح با قالبفضازمان در را استاندارد شبه�کره�های

و است بخش چهار شامل فصل این است. معروف استاندارد شبه�کره به که مͬ�شود بررسͬ شعاعͬ

به اول بخش مͬ�شود. بیان [٢٠] و [٢۴] ،[۵] ،[٢٢] مرجع�های از بردن بهره با آن مطالب بیشتر

بخش و یافته تعمیم کره�های تشریح به دوم بخش دارد. اختصاص لورنتسͬ مسافت و طول مبحث

کشͬ و شعاعͬ شبه�کره�های به چهارم بخش مͬ�شوند. بررسͬ و بحث یافته تعمیم شبه�کره�های سوم،

است. شده ثابت و بیان چهارم بخش در که است ٣.٢۴ لم فصل، اصلͬ نتیجه است. یافته اختصاص

است). گرفته قرار بررسͬ مورد S−
∞ (S) شبه�کره�های پایه�ای شاخصه�های برخͬ لم این (در

معنͬ این به این است. سراسری Mهذلولوی فضازمان که است این بر ما فرض فصل، این سرتاسر در

J+ (P ) ∩ J− (q) شͺل به فشرده مجموعه�های همه�ی دارای و است علّͬ قوی طور به M که، است

علّͬ منحنͬ هر ،M از کرونال آ مجموعه�ی ͷی عنوان به S کشͬ سطح گرفتن نظر در با مͬ�باشد.

٣٧
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(گذشته کرونال آ کران ͷیM برای کشͬ سطح خاص، طور به مͬ�کند. قطع Mرا در ناپذیر گسترش

کاملا́ زیر واقعیت�های است. M در لبه بدون کرونال آ C٠ سطح ابر ͷی رو این از و سره) آینده و

کنید). رجوع [٢۴] و [٢٢] ،[٢٠] مرجع�های (به هستند شده شناخته

معادل، طور به (یا D (S) = M و کرونال آ S اگر تنها و اگر است M برای کشͬ سطح ͷی S (١

باشد). H (S) = ∅

بپذیرد. را S کشͬ سطح اگر تنها و اگر است سراسری Mهذلولوی (٢

لورنتسͬ مسافت و طول ١.٣

شاخصه�های برخͬ و کراندار گذشته و آینده گذشته، و آینده علّͬ کامل تعاریف بخش، این در

مͬ�کنیم. ذکر را علّͬ کرانداری و علّͬ بودن کامل مورد در پایه�ای

جهت در علّͬ منحنͬ�های از مجموعه�ای Ωc
p,q کنید فرض مͬ�دهیم؛ نشان d با را لورنتسͬ مسافت تابع

مͬ�کنیم تعریف صورت این در باشد q تا p از آینده

d (p, q) =


sup

{
L (γ) : γ ∈ Ωc

p,q

}
, q ∈ J+ (p)

٠, q /∈ J+ (p)

اگر بود خواهد ماکسیمال q ∈ J+ (p) تا p از α آینده علّͬ منحنͬ قطعه .١.١.٣ تعریف

واقع در باشد. نداشته وجود q تا p از دیͽری علّͬ منحنͬ دیͽر، عبارت به باشد، d (p, q) = L (α)

مͬ�کند. مشخص را خود نقطه دو هر بین مسافت α که دارد این بر دلالت

در مͬ�شود بیان ١.٣ صورت به لورنتسͬ هندسه�ی در نقطه دو فاصله اینͺه به توجه با .٢.١.٣ نͺته
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به لورنتسͬ حالت در هم متر به مربوط خواص برخͬ مͬ�شود، تعریف inf صورت به معمولا˟ که حالͬ

ͷمتری با M ͷمتری فضای (در معͺوس. مثلث نابرابری رابطه مانند شود مͬ بیان برعͺس صورت

تعریف d (y, x) + d (x, z) ≤ d (y, z) صورت به x, y, z ∈ M برای معͺوس مثلث نابرابری ،d

( مͬ�شود.

آن در که است γ : [a, b) → M آینده ناپذیر گسترش منحنͬ ͷی ، آینده شعاع .٣.١.٣ تعریف

مͬ�باشد. ماکسیمال آن از قطعه هر و ،b ∈ (a,∞]

M ×M روی d است، شده گرفته نظر در سراسری هذلولوی عنوان Mبه که آنجایͬ از .۴.١.٣ قضیه

ماکسیمال علّͬ ͷژئودزی قطعه ͷی با علّͬ یافته ارتباط نقطه دو هر علاوه، به است. پیوسته و متناهͬ

تعریف زیر صورت به را �q ∈ M تا S بین مسافت ،S ⊂ M مجموعه زیر هر برای یافته�اند. اتصال

مͬ�کنیم:

d (S, q) =


sup {d (x, q) : x ∈ S} , q ∈ J+ (S)

٠, q /∈ J+ (S)

( شود. رجوع ،[١٧] (به

d (S, q) = L (α) که شرطͬ به q ∈ J+ (S) تا S از α آینده علّͬ منحنͬ قطعه ͷی .۵.١.٣ تعریف

α که دارد این بر دلالت موضوع این هم باز مͬ�شود. نامیده آینده ماکسیمال قطعه - S باشد، برقرار

مͬ�کند. مشخص را نقطه�اش هر تا S بین مسافت

از که است γ : [a, b) → M آینده، ناپذیر گسترش منحنͬ ͷی آینده، شعاع - S .۶.١.٣ تعریف

است. ماکسیمال قطعه - S ͷی ،c ∈ (a, b) ،γ|[a,c] اولیه قطعه�ی هر و مͬ�شود شروع γ (a) ∈ S

استراتژی�های از و است شده تعریف صورت همین به ،d (q, S) ،S تا q بین مسافت .٧.١.٣ تذکر

است. شده استفاده مشابه
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کرانداری و علّͬ کامل ١.١.٣

[٢٧] مرجع�های از چنین هم و است شده معرفͬ [۴] در که علّͬ کامل مفهوم از بخش، این در

کرده�ایم. استفاده [٢٨] و

بستار p ∈ J− (S) هر برای اگر است آینده علّͬ کامل ،S ⊂ M مجموعه زیر .٨.١.٣ تعریف

مͬ�شود. تعریف زمانͬ دوگان صورت به نیز، گذشته علّͬ کامل باشد. فشرده S در J+ (p) ∩ S

هستند. آینده و گذشته علّͬ کامل کشͬ، سطوح و فشرده مجموعه�های .٩.١.٣ مثال

بسته الزاماً S آنͽاه باشد گذشته یا آینده علّͬ کامل S اگر کلͬ، حالت در مͬ�دهیم نشان اکنون

بود. خواهد

بود. خواهد بسته S آنͽاه باشد، آینده علّͬ کامل S اگر .١٠.١.٣ لم

برای آنͽاه باشد y ∈ I+ (x) کنید فرض بͽیرید. نظر در Sk → x با را ،{Sk} ⊂ S دنباله��ی اثبات.

بستار که آنجایͬ از است. y ∈ J+ (S) خاص، حالت در و ،Sk ∈ J− (y) ∩ S بزرگ، های k همه�ی

واقع در که بود خواهد S در همͽرا زیردنباله ͷی دارای {Sk} دنباله�ی است، فشرده S در J− (y)∩ S

است. x ∈ S رو، این از باشد. همͽرا x به باید

[٢٧] به شود مͬ�کنیم(رجوع بیان را علّͬ کامل مورد در دیͽر پایه�ای شاخصه�های برخͬ زیر در

.( [٢٩] و

Mباشد. سراسری هذلولوی فضازمان از زیرمجموعه�ای S کنید فرض .١١.١.٣ لم

بود. خواهد بسته J+ (S) آنͽاه باشد آینده علّͬ کامل S اگر (١

هستند. معادل بسته، S برای زیر موارد (٢

است. آینده علّͬ کامل S (a

مͬ�باشد. فشرده p ∈ J+ (S) هر برای J− (p) ∩ S (b
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مͬ�باشد. فشرده p ∈ J+ (S) هر برای J− (p) ∩ J+ (S) (c

است. آینده علّͬ کامل S آنͽاه باشد بسته S ⊂ J+ (C) و آینده علّͬ کامل C اگر (٣

،٢ مورد در مͬ�شود. اثبات ١٠.١.٣ لم با مشابه روشͬ به ١ قسمت اثبات. مورد در تبصره�ای

از نیز، (b) ⇔ (c) برابری مͬ�کند. پیروی است بسته S که واقعیت این از آسانͬ به (a) ⇔ (b) برابری

مͬ�کند. پیروی J− (p) ∩ S ⊂ J− (p) ∩ J+ (p) = J− (p) ∩ J+ (J− (p) ∩ S) مجموعه�ای روابط

مجموعه از بسته مجموعه زیر ͷی J− (x) ∩ S آنͽاه ،x ∈ J+(S) اگر که کنید توجه ،٣ مورد در

است. J− (x) ∩ J+ (C) فشرده

است. اهمیت حائز بسیار یافته تعمیم کره�های با ما برخورد در زیر لم

آنͽاه باشد، آینده علّͬ کامل S اگر باشد. سراسری هذلولوی فضازمان M کنید فرض .١٢.١.٣ لم

است، q ∈ J+ (S) هر که این فرض با و Mاست، روی پیوسته و متناهͬ مقدار ͷی x → d (S, x)

.L (α) = d (S, q) عبارتͬ، به داشت، خواهد وجود q تا S از α ماکسیمال آینده قطعه - S ͷی

کنید فرض است. فشرده J− (q) ∩ S که باشید داشته یاد به و ،q ∈ J+ (S) کنید فرض اثبات.

است، p٠ ∈ S حدی نقطه دارای {xk} آنͽاه d (xk, q) → d (S, q) که طوری به xk ∈ J− (q) ∩ S

.d (p٠, q) = lim
j→∞

d
(
xkj , q

)
= d (S, q) داشت خواهیم ،M ×M روی d ͬͽپیوست از استفاده با و

را q ∈ J+ (p٠) سراسری هذلولوی از استفاده با علاوه، به است. d (S, q) < ∞ خاص، حالت در

در باید که است شده متصل q به α ماکسیمال علّͬ ͷژئودزی قطعه با p٠ رو، این از داشت. خواهیم

آنجایͬ از ،ͬͽپیوست برای .L (α) = d (p٠, q) = d (S, q) باشد، نیز ماکسیمال قطعه - S حال عین

به عیناً آن در که جایͬ است، پیوسته M\J+ (S) باز مجموعه روی d (S, .) است، بسته J+ (S) که

کافیست مورد این در مͬ�ماند. باقͬ q ∈ J+ (S) در ͬͽپیوست دادن نشان برای رو، این از مͬ�رسد. صفر

دنباله�های زیر از برخͬ برای ، lim
j→∞

d
(
S, qkj

)
= d (S, q) داریم، ،qk → q دنباله هر برای دهیم نشان
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بود. خواهد فشرده J− (q+) ∩ S آنͽاه، بͽیرید. نظر در ثابت را q+ ∈ I+ (q) ⊂ J+(S) .
{
qkj
}

فرض .J− (qk) ∩ S ⊂ J−(q+) ∩ S رو این از و qk ∈ J− (q+) داریم بزرگ، های k تمام برای

هر ازای به دلخواه طور به pk آن در که باشد d (pk, qk) = d (S, qk) با ،pk ∈ J− (q+) ∩ S کنید

دنباله زیر ͷی دارای {pk} ،J− (q+) ∩ S بودن کامل از استفاده با است. شده انتخاب qk /∈ J+ (S)

داریم ،M ×M روی ͬͽپیوست از استفاده با است. p∞ ∈ J− (q+) ∩ S به همͽرا
{
pkj
}

lim
j→∞

d
(
S, qkj

)
= lim

j→∞
d
(
pkj , qkj

)
= d (p∞, q) ≤ d (S, q) = d (p٠, q)

.d (p٠, q) ≤ lim
j→∞

d
(
S, qkj

)
که مͬ�دهد نتیجه این و ،d(p٠, qkj) ≤ d

(
S, qkj

)
داریم دیͽر، طرفͬ از

. lim
j→∞

d
(
S, qkj

)
= d (p٠, q) = d (S, q) رو، این از

ͷی مسافت مفروضات در معمول طور به ما که است چیزی علّͬ کامل ،١٢.١.٣ لم به توجه با

علّͬ کامل است. شده استفاده مشابه اهداف برای [٢٨] و [٢٧] در مفهوم این داریم. انتظار مجموعه

زیر در آمده لم دو مانند خواص، برخͬ دارای است لبه بدون و کرونال آ که ،S مجموعه آینده یا گذشته

است.

فرض لبه بدون و کرونال آ را ∅ ̸= S ⊂ M و باشد سراسری هذلولوی M کنید فرض .١٣.١.٣ لم

گذشته کرونال آ کران ͷی S عبارتͬ، به ،S = ∂I− (S) آنͽاه باشد، گذشته علّͬ کامل S اگر کنید.

است. سره

S ⊂ ∂I− (S) که مͬ�دهد نتیجه این است. S ∩ I− (S) = ∅ بودن، کرونال آ از استفاده با اثبات.

x ∈ ∂I− (S) \S مͬ�کنیم فرض دیͽر حالتͬ در مͬ�باشد. ∂I− (S) ⊂ S که مͬ�دهیم نشان است.

که است η ⊂ ∂I− (S) تهͬ ͷژئودزی گذشته پایانͬ نقطه ،[٢۴] در ٣.٢٠ قضیه از استفاده با باشد.

J− (S) که آنجایͬ از است. S روی آینده پایان نقطه ͷی دارای یا است آینده ناپذیر Mگسترش در یا

در بود، آینده ناپذیر گسترش η اگر .η ⊂ J+ (x)∩ ∂I− (S) ⊂ J+ (x)∩ J− (S) داریم است، بسته
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رو، این از مͬ�شد. موجب را ١ قوی علّیت نقض و مͬ�گرفت قرار J+ (x) ∩ J− (S) فشرده مجموعه

از آنͽاه .η ∩ S = {y} کنیم فرض گونه این مͬ�توانیم باشد؛ داشته را y ∈ S آینده پایان نقطه η اگر

ͬͺنزدی در و η روی است، S و η تلاقͬ نقطه تنها y و لبه بدون کرونال آ C٠ سطح ابر ͷی S که آنجایͬ

است، x ∈ I− (S) که دارد این بر دلالت این داشت. خواهد وجود نقطه�ای S زمان�گونه گذشته در y

مͬ�آید. حساب به تناقض ͷی که

فرض لبه بدون و کرونال آ را ∅ ̸= S ⊂ M و باشد سراسری هذلولوی M کنید فرض .١۴.١.٣ لم

باشد. H− (S) = ∅ گذشته کشͬ سطح ،S اگر تنها و اگر است گذشته علّͬ کامل S آنͽاه کنید.

در ها p همه ازای به رو این از ،D− (S) = J− (S) آنͽاه باشد. H− (S) = ∅ کنید فرض اثبات.

کامل S که فرضکنید حال است. گذشته علّͬ کامل S رو، این از است. فشرده J+ (p)∩S ،J− (S)

نقطه p ،[٢۴] در ۵.١٢ قضیه از استفاده با دارد. وجود p ∈ H− (S) نقطه اینͺه و است، گذشته علّͬ

از هم، باز اما Mمͬ�باشد. در آینده ناپذیر گسترش که است η ⊂ H− (S) تهͬ ͷژئودزی گذشته پایان

از مͬ�یابد. تمایل قوی علّیت نقض به است η ⊂ J+ (p)∩H− (S) ⊂ J+ (p)∩ J− (S) که آنجایͬ

است. H− (S) = ∅ رو، این

باشد Mموجود در S کشͬ سطح اگر گوییم آینده کراندار را A ⊂M مجموعه زیر تعریف١.٣.١۵.

مͬ�شود. تعریف �زمانͬ دوگان صورت به نیز، گذشته کراندار باشد. A ⊂ J− (S) که طوری به

علّͬ کامل S آنͽاه باشد. بسته ∅ ̸= S ⊂ M و باشد سراسری Mهذلولوی کنید فرض .١۶.١.٣ لم

باشد. آینده کراندار S اگر تنها و اگر بود خواهد گذشته

S ⊂ J− (Σ) عبارتدیͽر، به Σباشد، سطحکشͬ از استفاده با آینده Sکراندار فرضکنید ابتدا اثبات.

گذشته علّͬ کامل S ،١١.١.٣ لم از استفاده با آنͽاه است، گذشته علّͬ کامل Σ که آنجایͬ از باشد.

١ Strong causality violation
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است.

که باشید داشته یاد به ابتدا .A = ∂I− (S) کنید فرض باشد. گذشته علّͬ کامل S اینͺه فرض با حال

،١١.١.٣ لم به بنا صورت این در اما .M = I− (S) = J− (S) صورت، این غیر در است. ناتهͬ A

مجموعه ͷی A رو، این از است. قوی علّیت نقض بیانͽر که بود، خواهد فشرده نقطه هر علّͬ آینده

١٣.١.٣ لم اثبات در که همان�گونه [٢۴] در ٣.٢٠ قضیه از استفاده با است. ناتهͬ لبه بدون کرونال آ

مͬ�باشد. نیز گذشته علّͬ کامل A ،١١.١.٣ لم به توجه با رو، این از .A ⊂ J− (S) داریم، است، آمده

و H− (A) = ∅ عبارتͬ، به مͬ�شود، محسوب گذشته کشͬ سطح A ،١۴.١.٣ لم به توجه با پس

.D− (A) = J− (A)

سادگͬ به است، بسته J− (A) خاص حالت در که، آنجایͬ از .M̃ = M − J− (A) کنید فرض

�بخشید. تحقق را است (همبند) سراسری هذلولوی فضازمان ͷی خود نوبه به M̃ اینͺه درستͬ مͬ�توان

فرضکنید Mاست. برای کشͬ سطح Σ که مͬ�کنیم ادعا مͬ��پذیرد. را Σ کشͬ سطح این که طوری به

آنͽاه ،β ⊂ M̃ اگر Mباشد. در آینده، جهت در ناپذیر گسترش علّͬ منحنͬ β = (−∞,∞) → M

کند، قطع را J− (A) = D− (A) ،β (t) مانند نقطه�ای در β اگر دیͽر طرفͬ از کند. قطع را Σ ،β باید

Mاست. برای کشͬ سطح Σ رو، این از شود. M̃ وارد و کند قطع را A باید β|[t,∞) آنͽاه

از که باشد آینده ناپذیر گسترش علّͬ منحنͬ هر α فرضکنید بͽیرید. نظر در ثابت را x ∈ S نهایت، در

J− (A) ⊂ J− (S) نهایتباید αدر است، فشرده J+ (x)∩J− (S) که آنجایͬ از مͬ�شود. آغاز x ∈ S

است این معنای به این که مͬ�کند، قطع را Σ ،α آینده انتهای رو، این از شود. M̃ وارد و بͽذارد باقͬ را

.S ⊂ J− (Σ) داریم بود، دلخواه x ∈ S که آنجایͬ از .x ∈ J− (Σ) که

بیشتر واقعیت�های ٢.١.٣

داشت. خواهیم نیاز تر پیش را زیر واقعیت�های
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در تهͬ ͷژ�ئودزی ،η (٠) ∈ S ،η : [٠, b] → M و باشد کرونال آ کران S کنید فرض .١٧.١.٣ لم

شعاع - S ͷی رو، این از بود. خواهد η ⊂ S آنͽاه باشد ماکسیمال - S ،η اگر باشد. آینده جهت

شد. خواهد گرفته S خود داخل از الزاماً S کرونال آ کران ͷی از تهͬ

،۶.١.٢ گزاره همانند آینده، و گذشته یͺتای مجموعه�های عنوان به ترتیب به F و P فرض با اثبات.

آنجایͬ از ،η (c) ∈ F ،c ∈ [٠, b] ͷی برای کنید فرض .η ⊂ J+ (S) ⊂ I+ (S) ⊂ S ∪ F داریم

وجود η (c) ∈ F تا P از زمان�گونه�ای منحنͬ نتیجه، در .I− (η (٠)) ⊂ P داریم ،η (٠) ∈ S که

این به این و کند. قطع را S باید منحنͬ این کرونال، آ خواصکران�های سازی جدا با و داشت، خواهد

شرط با تناقض در این و ،L
(
η|[٠,c]

)
= ٠ < d (S, η (c)) بنابراین ،η (c) ∈ I+ (S) که است معنͬ

است. قطعه - S عنوان به η حداکثری

خواهیم استفاده زیر لم در آن از ما است. لورنتسͬ هندسه در پایه�ای ابزار ͷی حدی، منحنͬ لم

کنید. رجوع [١۴] و [۵] به کرد،

αk : [٠,∞) →M فرضکنید بͽیرید. نظر در ثابت Mرا روی h کامل ریمانͬ ͷمتری .١٨.١.٣ لم

h با شده محاسبه قوس طول به توجه با که باشد، آینده ناپذیر گسترش علّͬ منحنͬ�های از دنباله ͷی

ناپذیر گسترش (پیوسته) علّͬ منحنͬ باشد، p حدی نقطه دارای {αk (٠)} اگر است. شده پارامتری

خواهد وجود α به همͽرا یͺنواخت طور به
{
αkj

}
دنباله زیر و ،α (٠) = p با α : [٠,∞) →M آینده

مͬ�گیرد. صورت فشرده (پارامتری) بازه�های روی ،h به توجه با امر این که داشت،

کنید). رجوع [٢۴] ٧.۵ قضیه مͬ�گیرد(به قرار استفاده مورد زیر نتیجه با همراه حدی، منحنͬ لم

مجموعه�های زیر یͺنواختروی همͽرایͬ توپولوژی به توجه با قوسلورنتسͬ طول تابع .١٩.١.٣ گزاره

علّͬ منحنͬ�های از دنباله ͷی اگر دیͽر، عبارت به بود، خواهد ١ بالایͬ پیوسته نیم فشرده،

١ Upper semicontinuous
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آنͽاه باشد، α : [a, b] →M علّͬ منحنͬ به همͽرا یͺنواخت طور به αk : [a, b] →M

lim
k→∞

supL (αk) ≤ L (α)

یافته تعمیم کره�های ٢.٣
کشͬ کره و نقطه�ای کره یافته، تعمیم آینده کره یافته، تعمیم گذشته کره تعاریف به بخش، این در

مͬ�شود. پرداخته است نیاز مورد بعدی بخش در که لم چند اثبات و بیان همچنین و

(تعمیم گذشته کره باشد، ناتهͬ گذشته علّͬ کامل مجموعه C و r > ٠ اینͺه فرض با تعریف١.٢.٣.

است، زیر مجموعه C مرکز و r شعاع به یافته)

S−
r (C) := {x : d(x,C) = r}

است. علّͬ غیر سره گذشته کرونال آ کران ͷی S−
r (C) باشد، ناتهͬ S−

r (C) اگر .٢.٢.٣ لم

کنید فرض است. علّͬ غیر S که مͬ�کنیم مشاهده ابتدا در .S := S−
r (C) ̸= ∅ کنید فرض اثبات.

که باشد ماکسیمال زمان�گونه قطعه�ی β کنید فرض ،C گذشته علّͬ بودن تام از استفاده با و y ∈ S

با مͬ�توان نیاز صورت در آنͽاه باشد، z ∈ J− (y) − {y} اگر است. r آن طول و بوده C تا y از

r از بزرگتر بسیار طولͬ با C تا z از علّͬ منحنͬ ͷی ،y ͬͽهمسای ͷی در ١ گوشه برش از استفاده

دادن نشان برای است. علّͬ غیر S که مͬ�دهد نشان این .z ∈ S−
r (C) = S رو، این از کرد. ایجاد

زمان�گونه منحنͬ قطعه α : [−T, ٠] → M اینͺه و x ∈ ∂I− (S) کنید فرض ،S = ∂I− (S) اینͺه

داریم t > ٠ هر برای نتیجه، در .α|[−T,٠] ⊂ I− (S) آنͽاه مͬ�یابد. پایان α (٠) = x در که باشد آینده

آنͽاه باشد، d (x,C) > r اگر داریم. را d(x,C) ≥ r ،ͬͽپیوست از استفاده با و d (α (−t) , C) > r

ͷی x ∈ I− (S) برسیم نتیجه این به اینͺه تا مͬ�کنیم استفاده را C تا x از گذشته ماکسیمال قطعه - C

.∂I− (S) ⊂ S که مͬ�دهد نشان این .x ∈ S دیͽر، عبارت به ،d (x,C) = r بنابراین، است. تناقض

١ Cutting the corner
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است. S بودن کرونال آ تابع S ⊂ ∂I− (S) شمول

ماکسیمال آینده شعاعͬ قطعه - S ͷی S آنͽاه باشد. r شعاع با گذشته کره S کنید فرض .٣.٢.٣ لم

مͬ�گیرد. بر در را نقطه هر از r طول به

از استفاده با آنͽاه مͬ�باشد، گذشته علّͬ کامل مجموعه ͷی C آن در که S = S−
r (C) اگر اثبات.

شده متصل C به r طول به ماکسیمال قطعه - C وسیله� به x ∈ S هر ١٢.١.٣ لم در �زمانͬ دوگان

مͬ�باشد. ماکسیمال قطعه - S همانند الزاماً قطعه این ،S−
r (C)تعریف اساس بر است.

است آمده زیر در که مفهومͬ در شعاع آنͽاه باشد. گذشته علّͬ کامل C ⊂M فرضکنید .۴.٢.٣ لم

است. پذیر جمع
.S−

a (S−
r (C)) = S−

r+a (C)

.( S−
s (C) ̸= ∅ اینͺه شرط (به d (S−

s (C) , S−
r (C)) = s− r داریم، ،s > r > ٠ برای نتیجه، در

S−
a (S−

r (C)) رو این از است. گذشته علّͬ کامل S−
r (C) کره هر ،١١.١.٣ لم از استفاده با اثبات.

با .x ∈ S−
a (S−

r (C)) کنید فرض ابتدا شعاع، بودن پذیر جمع دادن نشان برای است. تعریف خوش

از است. شده متصل y ∈ S−
r (C) به a طول به زمان�گونه�ای قطعه� وسیله به x ،١٢.١.٣ لم از استفاده

.d (x,C) ≥ r+a داریم است، شده متصل C به r طول به قطعه�ای وسیله به y مشابه طور به که آنجایͬ

بخشͬ بͽذرد. S−
r (C) میان از باید α ،C تا x از ماکسیمال آینده قطعه - C عنوان به αفرض با آنͽاه،

محدود r طول با آن از بعد بخش و است شده محدود a طول با دارد قرار S−
r (C) از قبل که α از

دیͽر، عبارت به ،d (x,C) = r + a پس بود، خواهد d (x,C) ≤ r + a بنابراین است، شده

به C تا x از را α ماکسیمال قطعه - C آنͽاه .x ∈ S−
r+a (C) کنید فرض حال .x ∈ S−

r+a (C)

ماکسیمال قطعه - C باید مͬ�یابد پایان C در α از بخش هر که آنجایͬ از داشت. خواهیم r + a طول

به ماکسیمال قطعه - C ͷی r طول به α مانده باقͬ بخش آن که دارد وجود چنان x′ ∈ α نقطه باشد،

داریم اما، .d (x, S−
r (C)) ≥ d (x, x′) = aپس است، x′ ∈ S−

r (C) رو این از و مͬ�باشد، r طول
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آن طول که کرد رسم C تا x از منحنͬ�ای مͬ�توان صورت، این غیر در که چرا ،d (x, S−
r (C)) ≤ a

رو، این از .x ∈ S−
a (S−

r (C)) دیͽر، عبارت به ،d (x, S−
r (C)) = a بنابراین، باشد. r+ a از بیشتر

،s > r برای که مͬ�یابیم در بنابراین .S−
a (S−

r (C)) = S−
r+a (C)

.d (S−
s (C) , S−

r (C)) = d
(
S−
s−r (S

−
r (C) , S−

r (C))
)
= s− r

تعریف مشابه روشͬ به است، آینده علّͬ کامل C آن در که ،S+
r (C) آینده کره .۵.٢.٣ تعریف

یعنͬ، شده�است،
S+
r (C) := {x : d(C, x) = r}

تر پیش� که همانطور آنͽاه، باشد، کشͬ سطح ͷی یا و تنها نقطه ͷی شامل C اگر .۶.٢.٣ تعریف

کره ترتیب به را S±
r (C) ما و بود خواهد آینده علّͬ کامل هم و گذشته علّͬ کامل هم C شد اشاره

مͬ�نامیم. کشͬ کره و نقطه�ای

.( کنید رجوع نیز [١۶] (به است اساسͬ بعدی مطالب آموختن برای زیر لم

آینده کشͬ کره�های آنͽاه باشد. (گذشته) آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل M کنید فرض .٧.٢.٣ لم

هستند. (فشرده) کشͬ سطوح فشرده، کشͬ سطح ͷی از (گذشته)

بیان خلاصه صورت به اثبات مͬ�شود، استفاده استاندارد مباحث از دراثبات که آنجایͬ از اثبات.

فرض آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل را M و بوده، فشرده کشͬ سطح ͷی C کنید فرض مͬ�شود.

بسته مجموعه ͷی این طول، تابع ͬͽپیوست از استفاده با است. فشرده S+
r (C) که مͬ�دهیم نشان کنید.

دنباله�ای ،M روی h کامل ریمانͬ ͷمتری هر گرفتن نظر در ثابت با آنͽاه، نباشد، فشرده اگر مͬ�باشد.

هر برای کند. میل بینهایت سمت به C تا xk طول - h که طوری به دارد وجود xk ∈ S+
r (C) نقاط از

وجود است) شده پارامتری قوس طول اساس بر (که αk : [٠, tk] →M ماکسیمال قطعه - C ͷی ،k

.tk → ∞ که طوری به و مͬ�باشد، xk تا C از k هر برای داشت، خواهد



۴٩ یافته تعمیم کره�های شبه .٣.٣

ͷی حد aاست ممͺن البته بود. خواهد a ∈ C حدی نقطه دارای ak ،C بودن کامل از استفاده با

صورت، این در مͬ�گیریم. نظر در ak همان با را دنباله زیر این کار راحتͬ برای باشد، ak از دنباله زیر

C حد همانند بود. خواهد همͽرا α : [٠,∞) → M آینده ناپذیر گسترش علّͬ حدی منحنͬ به ak

شود، وارد C زمان�گونه آینده در باید α که آنجایͬ از مͬ�باشد. شعاع - C ͷی α ماکسیمال، قطعه -

α که مͬ�دهد را اطمینان این بودن کامل فرض است ͷژئودزی α چون مͬ�شود. محسوب زمان�گونه

طور به (که αk (t٠ + ١) ،α ساختار از استفاده با مͬ�کند. قطع را S+
r (C) ،α (t٠) مانند نقطه�ای در

این از مͬ�شود. همͽرا α (t٠ + ١) ∈ I+ (S+
r (C)) به ( است شده تعریف بزرگ های k برای خاص

S+
r (C) روی αk که آنجایͬ از اما، داریم، بزرگ های k برای را αk (t٠ + ١) ∈ I+ (S+

r (C)) رو،

مͬ�شود. S+
r (C) بودن کرونال آ ناقض امر این مͬ�یابد، پایان

هذلولوی یͷفضا�زمان در فشرده لبه بدون کرونال آ یͷمجموعه اما باشد. فشرده باید S+
r (C) بنابراین،

H(S) = ϕ اینͺه دادن نشان با مثال، (برای مͬ�شود گرفته نظر در کشͬ سطح ͷی سادگͬ به سراسری

.(

یافته تعمیم کره�های شبه ٣.٣

(آینده)، گذشته کرونال آ حد سره، (آینده) گذشته کرونال آ کران تعاریف بیان به بخش، این در

مͬ��پردازیم. مͬ�آید بدست لم آن از که قضیه�ای و لم ͷی بیان نیز و یافته) (تعمیم گذشته و آینده شبه�کره

توجه با باشد. (ناتهͬ) گذشته کره�های از دنباله�ای
{
S−
k = S−

rk
(Ck)

}
کنید فرض .١.٣.٣ تعریف

دارای ،۶.١.٢ گزاره همانند رو این از و است، سره گذشته آکرونال کران ͷی S−
k هر ،٢.٢.٣ لم به

P−
k = I−

(
S−
k

)
،k هر برای آن حد که مͬ�باشد F−

k و P−
k یͺتای مرتبط آینده و گذشته مجموعه�های

مͬ�شود. تعریف است سره آینده آکرونال کران که S+
k ، �زمانͬ دوگان صورت به و مشابه طور به است.

همچنان ،
{
F−
k

}
یا باشد افزایشͬ

{
P−
k

}
که صورتͬ در ،

{
S−
k

}
که باشید داشته یاد به .٢.٣.٣ نͺته
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بود. خواهد یͺنوا

شعاع با گذشته کره�های از یͺنواخت دنباله�ای
{
S−
k = S−

rk
(Ck)

}
کنید فرض .٣.٣.٣ تعریف

باشد. rk → ∞

مͬ�آوریم: بدست زیر صورت به را آینده آکرونال حد باشد، افزایشͬ دنباله�ای
{
P−
k

}
اگر (١

S−
∞ = ∂

(∪
k

P−
k

)
= ∂

(∪
k

I−
(
S−
k

))
مͬ�آوریم: بدست زیر صورت به را گذشته آکرونال حد باشد، افزایشͬ دنباله�ای

{
F−
k

}
اگر (٢

S−
∞ = ∂

(∪
k

F−
k

)
= ∂

(∩
k

J− (S−
k

))
از دنباله�ای با مرتبط یافته) (تعمیم گذشته شبه�کره را S−

∞ = limS−
k

k→∞
باشد)، ناتهͬ (اگر مورد دو هر در

تعریف زمانͬ دوگان قالب در S+
∞ یافته)، (تعمیم آینده شبه�کره�های مͬ�نامیم. ،

{
S−
k

}
گذشته کره�های

.
{
S+
k

}
آینده، کره�های گذشته) یا (آینده کرونال آ حدهای عنوان به یعنͬ، مͬ�شوند،

کران�های ساختاری نظر از یافته) (تعمیم آینده و گذشته شبه�کره�های اینͺه به توجه با .۴.٣.٣ نͺته

مͬ�باشند. لبه بدون کرونال آ C٠ سطح�های ابر بنابراین هستند کرونال آ

مͬ�کنیم. ذکر را یافته تعمیم گذشته شبه�کره�های از بیشتری شاخصه�های زیر در

،S کشͬ سطح ͷی برای دیͽر، عبارت (به باشد آینده کراندار S−
∞ گذشته کره شبه اگر .۵.٣.٣ گزاره

.H− (S) = ∅ یعنͬ، است گذشته کشͬ سطح ͷی ( S−
∞ ⊂ J− (S)

مͬ�شود. نتیجه ١۶.١.٣ و ١۴.١.٣ لم�های از امر این اثبات.

یا تهͬ شعاع - S−
∞ ͷی S−

∞ نقطه هر از آنͽاه باشد. گذشته شبه�کره S−
∞ کنید فرض .۶.٣.٣ قضیه

شعاع - S−
∞ هر آنͽاه باشد آینده کراندار S−

∞ اگر علاوه، به مͬ�شود. خارج آینده جهت در زمان��گونه

است. علّͬ غیر نیز S−
∞ صورت، این در بود. خواهد زمان�گونه
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مͬ�شود. ثابت زیر لم ͷکم به بالا قضیه�ی

باشد، S حدی مجموعه با مجموعه�هایͬ زیر از دنباله�ای Sk فرضکنید .( قطعه - Sk لم ) .٧.٣.٣ لم

آینده قطعه - Sk ،k هر برای که کنید فرض مͬ�باشد. sk ∈ Sk دنباله حد s ∈ S نقطه هر آن در که

مانند نقطه�ای از و بوده lk (لورنتسͬ) طول دارای که باشد داشته وجود چنان ،αk یعنͬ ماکسیمال،

آینده�ای شعاع - S آنͽاه ،xk → x ∈ S اگر .lk → ∞ باشیم داشته نیز و باشد شده شروع xk ∈ Sk

داشت. خواهد وجود ،x شروع نقطه با

کنید فرض ،k هر برای بͽیرید، نظر در ثابت Mرا روی h کامل ریمانͬ ͷمتری اثبات.

αk (٠) = xk ∈ Sk از که باشد lk لورنتسͬ طول با ماکسیمال آینده قطعه - Sk ،αk : [٠, Tk] → M

Tk → ∞ که دارد این بر دلالت این است. شده پارامتری hقوس طول به توجه با و مͬ�شود. شروع

مͬ�باشند) همͽرا (که ابتدایͬ نقاط بزرگ، های k برای که بنͽرید علت، یافتن برای مͬ�کند. میل

Tk از دنباله زیر ͷی اگر گرفته�اند. قرار x اطراف در فشرده گوی - h ͷی در xk = αk (٠)

گنجانده x∞ اطراف در فشرده گوی - h در نیز αkj

(
Tkj
)
پایانͬ نقاط باشد، کراندار Tkj مانند

داریم و مͬ�شد، کراندار گوی�هایͬ چنین حاصلضرب در d ،ͬͽپیوست از استفاده با آنͽاه مͬ�شدند.

است. تناقض این که lk → ∞ مͬ�دانیم نیز و ،lkj = d
(
xkj , αkj

(
Tkj
))

≤ C

دنباله زیر برای حدی منحنͬ لم گرفتن کار به و آینده جهت در αk (S) دلخواه دادن بسط با

از که α : [٠,∞) → M آینده ناپذیر گسترش C٠ علّͬ حدی منحنͬ ͷی ،αkj : [٠,∞) → M

h متر به توجه با یͺنواخت طور به
{
αkj

}
که طوری به دارد، وجود مͬ�شود شروع α (٠) = x ∈ S

مͬ�باشد. همͽرا α سمت به فشرده (پارامتری) بازه�های روی

که طوری به دارد، وجود yk ∈ Sk مانند دنباله�ای فرض، به توجه با بͽیرید. نظر در ثابت را y ∈ S

پیوسته نیم ویژگͬ به بنا و است، شده تعریف بزرگ های k برای αk (T ) ،T > ٠ هر برای .yk → y

داریم، ،d پایینͬ پیوسته نیم و قوس طول بالایͬ
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L
(
α|[٠,T ]

)
≥ lim

j→∞
supL

(
αkj |[٠,T ]

)
≥ lim

j→∞
inf d

(
Skj , αkj (T )

)
≥ lim

j→∞
inf d

(
ykj , αkj (T )

)
≥ d (y, α (T ))

داریم T > ٠ مقادیر تمامͬ برای که مͬ�گیریم نتیجه است، دلخواه y ∈ S که آنجایͬ از

است. شعاع - S ͷی α بنابراین و ،L
(
α|[٠,T ]

)
= d (S, α (T ))

مͬ�دهیم. ارائه را ۶.٣.٣ قضیه اثبات حال

نقاط از دنباله�ای حد x ∈ S−
∞ نقطه هر ،١۵.١.٢ گزاره به بنا :۶.٣.٣ قضیه اثبات

طول که دارد وجود ماکسیمال آینده قطعه - S−
k ͷی ،٣.٢.٣ لم به بنا است. xk ∈ S−

k = S−
rk (Ck)

که برسیم نتیجه این به تا گیریم کار به را ٧.٣.٣ لم است لازم بنابراین، مͬ�شود. آغاز xk از و بوده rk آن

کشͬ سطح ͷی توسط S−
∞ که کنید فرض حال دارد. وجود آینده شعاع - S−

∞ ͷی S−
∞ نقطه هر برای

باید η آنͽاه باشد، آینده شعاع - S−
∞ ͷی η اگر .S−

∞ ⊂ J− (S) عبارتͬ، به است، شده کراندار آینده S

به بنا رو این از و کند ترک را S−
∞ باید η خاص، حالت در شود. آن وارد و کند قطع را S زمان�گونه آینده

مͬ�شود؛ نتیجه گوشه�ها حذف از است علّͬ غیر حالت این در S−
∞ اینͺه است. زمان�گونه η ،١٧.١.٣ لم

مͬ�شود. آغاز x ∈ S−
∞ از که باشد زمان�گونه آینده شعاع - S−

∞ ͷی η : [٠,∞) → M کنید فرض

η|[٠,T ] عبارتͬ، به است، ماکسیمال قطعه - S−
∞ ،η : [٠, T ) →M اولیه قطعه هر تعریف به بنا آنͽاه،

y ∈ S−
∞ ∩ J− (x) − {x} مانند نقطه�ای آنجا در اگر است. η (T ) تا S−

∞ بین منحنͬ طولانͬ�ترین

تا S−
∞ از رو این از و y از بزرگتر منحنͬ مͬ�توانستیم ( x به ͷنزدی گوشه حذف با (آنͽاه داشت، وجود

کنیم. رسم η (T )
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کشͬ و شعاعͬ کره�های شبه ۴.٣
است شعاعͬ شبه�کره اول، دسته مͬ�سازیم. را شبه�کره�ها از ملموس و مهم دسته دو بخش این در

تابع از تراز یͷسطح عنوان به و مͬ�شود ساخته یͷشعاع امتداد در نقطه�ای کره�های حد صورت به که

شبه�کره دوم، دسته مͬ�خوانیم). ادامه در را مورد این در بیشتر (مباحث مͬ�شود گرفته نظر در بوسمان

هستند. آینده کشͬ کره�های آن دنباله و مͬ�شود ساخته ،S فشرده، کشͬ سطح ͷی از که باشد مͬ کشͬ

شعاعͬ شبه�کره�های ١.۴.٣

دنباله آنͽاه باشد. آینده کامل یͺه سرعت با زمان�گونه شعاع γ : [٠,∞) → M کنید فرض

برآورد را S−
k ⊂ J− (S−

k+١
)
شرط ،k تمامͬ ازای به S−

k = S−
k (γ (k)) شعاعͬ شبه�کره�های پیش

نامساوی از استفاده با باشد، a ∈ S−
k = {x : d (x, γ (k)) = k} اگر امر این اثبات برای مͬ�کند.

داریم، معͺوس مثلث

d (a, γ (k + ١)) ≥ d (a, γ (k)) + d (γ (k) , γ (k + ١)) = k + ١,

P−
k = I−

(
S−
k

)
دنباله ،١٣.١.٢ تبصره به توجه با بنابراین، .a ∈ J− (S−

k+١
)
مͬ�شود نتیجه آن از که

مͬ�دهد. سوق زیر تعریف به را ما و است، افزایشͬ

با زمان�گونه ͷژئودزی شعاع γ : [٠,∞) → M کنید فرض .( ١ شعاعͬ (شبه�کره .١.۴.٣ }تعریف
S−
k

}
:=
{
S−
k (γ (k))

}
شعاعͬ، کره�های شبه پیش دنباله آنͽاه باشد. آینده کامل و یͺه سرعت

(شبه�کره γ با مرتبط شعاعͬ کره شبه و است یͺنوا ،
{
P−
k

}
=
{
I−
(
S−
k

)}
افزایشͬ گذشته�های با

مͬ�کنیم، تعریف زیر صورت به آینده کرونال آ حد عنوان به را گذشته) شعاعͬ

S−
∞ (γ) = ∂

(∪
k

P−
k

)
= ∂

(∪
k

I−
(
S−
k

))
.

١ Ray Horosphere
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برای است γ (٠) ∈ S−
∞ (γ) که ١۵.١.٢ گزاره به بنا که چرا است، ناتهͬ S−

∞ (γ) باشید داشته یاد به

مͬ�شود. تعریف زمانͬ دوگان صورت به S+
∞ (γ) آینده شعاعͬ شبه�کره مͬ�باشد. γ (٠) ∈ S−

k ،k تمام

داریم: ۶.٣.٣ قضیه و ۵.٣.٣ گزاره گیری کار به با

- S−
∞ (γ)ͷی نقاطش از ͷی هر از که است لبه بدون کرونال آ C٠ سطح ابر ͷی S−

∞ (γ) .٢.۴.٣ لم

ͷی هر آنͽاه باشد، آینده کراندار کشͬ سطح ͷی وسیله�ی به S−
∞ (γ) اگر شود. مͬ خارج آینده شعاع

γ کلͬ، حالت در است. علّͬ غیر گذشته کشͬ سطح ͷی S−
∞ (γ) و است زمان�گونه شعاع�ها این از

است. شعاع - S−
∞ (γ)ͷی خود

شده�اند. آینده کراندار شعاعͬ شبه�کره�های آن در که دارد وجود پایه�ای شرایط ͷی

فرض و ،S کشͬ یͷسطح برای باشد، آینده کامل زمان�گونه شعاع - S ͷی γ فرضکنید .٣.۴.٣ لم

آنͽاه: باشد. S−
∞ = S−

∞ (γ) کنید

.S−
∞ ⊂ J− (S) رو این از و S−

k ⊂ J− (S) ،k مقادیر تمام ازای به (١

شود. مͬ خارج زمان�گونه آینده شعاع - S−
∞ ͷی ،S−

∞ نقطه هر از و S−
∞ ⊂ I− (γ) (٢

γ که واقعیت این قوس، طول از استفاده با γ کردن پارامتری با که کنید توجه ،(١) اثبات برای اثبات.

که مͬ�شود معنͬ صورت این به x ∈ S همه ازای به است، شعاع - S ͷی

داریم، را d (y, γ (k)) < k ،y ∈ I+ (S) هر برای بنابراین، .d (x, γ (k)) ≤ d (γ (٠) , γ (k)) = k

بسته مجموعه در مشمول مجموعه�های از کرونال آ حد گرفتن با .S−
k = S−

k (γ (k)) ⊂ J− (S)پس

گذشته کره ͷی S−
k شبه�کره پیش هر که کنید توجه ،(٢) اثبات برای .S−

∞ ⊂ J− (S) داریم ،J− (S)

به بنا .S−
∞ ⊂ I− (γ) که مͬ�دهد نتیجه این دارد، قرار I− (γ) در بنابراین و است γ روی نقطه�ای از

چنین هر شعاعͬ، شبه�کره�های مورد در مͬ�شود. خارج آینده شعاع ͷی S−
∞ نقطه هر از ،۶.٣.٣ قضیه

کامل طور به که مͬ�آید بدست ماکسیمال قطعات - S−
k از دنباله�ای از حدی منحنͬ عنوان به شعاعͬ
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کراندار S−
∞ که آنجایͬ از دارد. قرار I− (γ) در شعاع - S−

∞ هر رو، این از گرفته�اند. قرار I− (γ) در

این در باشد، x ∈ S−
∞ ∩ ∂I− (γ) کنید فرض هستند. زمان�گونه شعاع�ها - S−

∞ همه�ی مͬ�باشد، آینده

∂I− (γ) در باید بنابراین مͬ�گیرد، قرار I− (γ) در مͬ�شود شروع x از که آینده شعاع - S−
∞ صورت

.S−
∞ ⊂ I− (γ) داریم، است، زمان�گونه شعاع این که آنجایͬ از اما بماند. باقͬ

کامل و یͺه سرعت با زمان�گونه ͷژئودزی شعاع ͷی فرضکنید . بوسمان توابع مورد در نͺته�ای

b = bγ مرتبط بوسمان تابع باشیم، Mداشته سراسری هذلولوی فضا�زمان در ،γ : [٠,∞) →M آینده،

است. شده تعریف زیر صورت به

b (x) = lim
k→∞

[k − d (x, γ (k))] .

پیوسته جا همه در bk (x) = k−d (x, γ (k)) پیشبوسمان توابع اگرچه ریمانͬ، خلافحالتهندسه بر

وجود با خاص، حالت در .( کنید رجوع [۶] به ) نیست گونه این کلͬ حالت در بالا حد اما هستند،

گذشته کره�های {bk = ٠} = S−
k (γ (k)) یعنͬ بوسمان پیش توابع از و ٠ در تراز مجموعه�های اینͺه

شناخته کمتر بیشتر، مفروضات افزودن بدون {b = ٠} بوسمان سطح مجموعه اما هستند، رفتار خوش

به بوسمان پیش توابع باشد، برقرار زمان�گونه اصطلاح به شعاع هم- شرط که فضاهایͬ در شده�اند.

پیوسته b فضاهایͬ چنین رو این از و مͬ�شوند، همͽرا b به فشرده مجموعه�های زیر روی یͺنواخت طور

هم-شعاع شرط که کنیم فرض اگر خاص، حالت در .[١٨] و [١٠] ،[۶] به، کنید رجوع است،

مͬ�توان I− (γ) روی b به bk یͺنواخت همͽرایͬ از استفاده با آنͽاه �کند، صدق I− (γ) روی زمان�گونه

هر به دارند. تطابق هم با S−
∞ (γ) شعاعͬ شبه�کره و {b = ٠} بوسمان سطح مجموعه که داد نشان

در فقط کلͬ حالت در زمان�گونه شعاع داد نشان مͬ�توان ،[١٢] و [۶] خاص شرایط از دور به جهت،

و لورنتسͬ بوسمان توابع بررسͬ رو پیش تحقیقات فلسفه .[١٠] است برقرار γ ((٠,∞)) ͬͽهمسای

باشد. مͬ کره�ها از دنباله�هایͬ همͽرایͬ خواص روی مستقیم تمرکز نیز و آنها، تحلیلͬ پیچیدگͬ�های

در شده اتخاذ روش به بنا است. هذلولوی هندسه در شبه�کره�ها با سنتͬ برخورد مشابه ذاتاً روش این
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خواصکران�های از گذار بخصوصدر است، لورنتسͬ خمینه�های علّیت نتیجه کره�ها ترتیبحد اینجا،

کرونال. آ

کشͬ شبه�کره�های ٢.۴.٣

M آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل فضا�زمان در S فشرده کشͬ سطح ͷی با ساختار، این برای

شده بیان {γ (k)} مرکزی نقاط دنباله کردن جایͽزین کشͬ شبه�کره�های ساخت ایده مͬ�کنیم. آغاز

حد مشابه طور به آنͽاه است،
{
S+
k (S)

}
آینده شعاعͬ کره�های دنباله با شعاعͬ، کره شبه ساختار در

ͷی S+
k (S) هر ،٧.٢.٣ لم به بنا باشید، داشته یاد به شد. خواهند گرفته دنباله ازاین نیز گذشته کره�های

شبه�کره�های پیش دنباله باشد. مͬ گذشته علّͬ کامل خاص، حالت در و، است، فشرده کشͬ سطح

مͬ�کنیم تعریف این�گونه را کشͬ

S̃k := S−
k

(
S+
k (S)

)
.

و P̃k = I−
(
S̃k

)
آینده�ی و گذشته متناظر مجموعه�های با سره گذشته کرونال آ کران S̃k هر هم باز

آن جهت اما است، یͺنوا کشͬ شبه�کره�های پیش دنباله شعاعͬ، شبه�کره�های پیش همانند مͬ�باشد. F̃k

رو، این از است. x ∈ S+
k+١ (S) کنید فرض مورد، این اثبات برای است. برعͺس

را مسافت این که باشد S+
k (S) تا x از آینده زمان�گونه منحنͬ ͷی α اگر .d

(
x, S+

k+١ (S)
)
= k+ ١

کنید، فرض همچنین داشت. خواهد وجود xk := α ∩ S+
k (S) فرد �به منحصر نقطه آنͽاه مͬ�پیماید،

،۴.٢.٣ لم زمانͬ) (دوگان از استفاده با باشد. آن از بعد بخش α+
k و باشد xk از قبل α از بخشͬ α−

k

بنابراین، .L
(
α+
k

)
≤ ١ رو این از و ،d

(
S+
k (S) , S+

k+١ (S)
)
= ١ داریم

L
(
α−
k

)
= L (α)− L

(
α+
k

)
≥ (k + ١)− ١ = k

مͬ�باشد. x ∈ J−
(
S̃k

)
که دارد براین دلالت که ،d

(
x, S+

k (S)
)
≥ L

(
α−
k

)
≥ k رو، این از

تبصره به توجه با بنابراین، .S̃k+١ ⊂ J−
(
S̃k

)
که مͬ�دهد نشان این بوده، دلخواه x که آنجایͬ از
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بنابراین، و است، افزایشͬ
{
F̃k

}
معادل طور به یا، بوده، کاهشͬ

{
P̃k

}
=
{
I−
(
S̃k

)}
،١٣.١.٢

تعریف به را ما امر این خلاصه، طور به .S−
∞ (S) = lim

k→∞
S̃k داریم، و خوشتعریفاست کرونال آ حد

مͬ�دهد. سوق زیر

سطح شامل و آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل M کنید فرض .( ١ کشͬ (شبه�کره .۴.۴.٣ تعریف

یͺنوا
{
S̃k

}
:=
{
S−
k

(
S+
k (S)

)}
گذشته، کشͬ شبه�کره�های پیش دنباله آنͽاه باشد. S فشرده کشͬ

دنباله معادل، طور به یا ،
{
P̃k

}
=
{
I−
(
S̃k

)}
گذشته مجموعه�های از کاهشͬ دنباله با که است،

(شبه�کره�کشͬ S با مرتبط گذشته شبه�کره ما و بود، خواهد همراه
{
F̃k

}
آینده مجموعه�های از افزایشͬ

کرد، خواهیم تعریف گذشته کرونال آ حد وسیله به را گذشته)

S−
∞ (S) := ∂

(∪
k

F̃k

)
= ∂

(∩
k

J−
(
S̃k

))
.

شعاع - S ͷی مͬ�توانیم استاندارد تͺنی�ͷهای ͷکم با است، فشرده کشͬ سطح S که آنجایͬ از

γ (٠) ∈ S̃k داریم k مقادیر همه برای آنͽاه شود). رجوع [۴] در ۴ لم (به بسازیم را γ آینده زمان�گونه

در است. ناتهͬ همواره S−
∞(S) خاص، حالت در داشت. خواهیم را γ (٠) ∈ S−

∞ (S) رو این از و

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را S−
∞(S) اولیه خواص از برخͬ ادامه

است. S−
∞ = S−

∞(S) کنید فرض .۵.۴.٣ لم

است. آینده کراندار S وسیله�ی به S−
∞ (١

خارج زمان�گونه آینده شعاع - S−
∞ ͷی آن نقطه هر از که است علّͬ غیر گذشته کشͬ یͷسطح S−

∞ (٢

مͬ�شود.

.S−
∞ (γ) ⊂ J− (S−

∞ (S)) و S−
k (γ (k)) ⊂ J−

(
S̃k

)
آنͽاه باشد. آینده شعاع - S ،γ اگر (٣

١ Cauchy Horosphere
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از است. S̃−
k ⊂ J− (S) ،k مقادیر همه برای که است مشخص کاملا́ تعاریف به توجه با اثبات.

نتیجه ۶.٣.٣ قضیه�ی و ۵.٣.٣ گزاره ،(١) از (٢) آنͽاه مͬ�شود. نتیجه ١۵.١.٢ گزاره از (١) رو، این

با باشد. زمان�گونه باید که است، آینده شعاع - S ،γ کنید فرض ،(٣) درک برای نهایت، در مͬ�شود.

که مͬ�یابیم در سپس است. γ (k) ∈ S+
k (S) که دید خواهیم قوس طول وسیله�ی به γ کردن پارامتری

S̃k = S−
k

(
S+
k (S)

)
گذشته کشͬ شبه�کره� پیش گذشته به γ (k) از S−

k (γ (k)) گذشته نقطه�ای کره

تا a بین مسافت است، γ (k) ∈ S+
k (S) که آنجایͬ از آنͽاه، ،a ∈ S−

k (γ (k)) (اگر است. متمایل

شبه�کره�ها ،k مقادیر همه�ی برای بنابراین، ( است. k از کوچͺتر هم باز S+
k (S)

١۵.١.٢ گزاره و مذکور مورد تابع (٣) در کره شبه رابطه مͬ�کنند. برآورد را S−
k (γ (k)) ⊂ J−

(
S̃k

)
است.

لم به توجه با آنͽاه باشد. (آینده) گذشته زمان�گونه ͬͺژئودزی Mکامل کنید فرض حال .۶.۴.٣ نͺته

سره آینده S̃k هر خاص، حالت در بود. خواهد فشرده کشͬ یͷسطح S̃k گذشته کشͬ کره هر ،٧.٢.٣

۴.۴.٣ معادله به بنا رو این از و ،F̃k = I+
(
S̃k

)
عبارتͬ به است،

S−
∞ (S) = ∂

(∪
k

I+
(
S̃k

))
.

هر به است. فشرده کشͬ سطوح دنباله�ای حد S−
∞ (S) حالت، این در ،١۵.١.٢ گزاره از استفاده با

بودن تراکمͬ برای معیارها برخͬ نباشد. فشرده یا، کشͬ، است ممͺن S−
∞ (S) کلͬ حالت در جهت،

شده�اند. گرفته نظر در ۴.٣ بخش در S−
∞ (S)

را کشͬ شبه�کره�های و یافته تعمیم شبه�کره�های ١ تحدّب و سختͬ شاخصه�های برخͬ بعدی، فصل در

کرد. خواهیم استدلال خاص، حالت در

١ Convexity And Rigidity



چهارم فصل

تحدّب و سختͬ

،[۵] ،[۴] ،[٢] مرجع�های از بردن بهره با آن مطالب بیشتر و است بخش پنج شامل فصل این

متوسط انحنای نابرابری فرضیه مورد در بحث به اول، بخش مͬ�شود. بیان [٢۴] و [١۶] ،[١۵] ،[٩]

ریمانͬ خمینه�های ناهموار ابرسطح�های برای محمل مفهوم در ١ اشنبرگ توسط [١١] در که ضعیف

را مرتبط شرایط ۴ گالووی و ٣ هوارد ،٢ اندرسون توسط [٢] در که مطالبͬ و مͬ�پردازد است شده بیان

نتیجه ͷی دوم، بخش در دارد. اختصاص کردند مطرح لورنتسͬ خمینه�های ناهموار ابرسطح�های برای

شبه�کره�های کاربرد به همچنین بخشسوم در مͬ�کنیم. بیان یافته تعمیم کره�های شبه برای را شͺافندگͬ

جایͽزین اثباتͬ بعدی بخش در که مͬ�کنیم ثابت و بیان را قضیه�ای بخش این در مͬ�شود پرداخته کشͬ

و بحث به چهارم، بخش در است. شده بنا لورنتسͬ شͺافندگͬ قضیه پایه بر و مͬ�شود ارائه آن برای

١ Eschenburg

٢ Andersson

٣ Howard

۴ Galloway

۵٩
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مͬ�شود. پرداخته مسأله ͷی بیان به آخر، و پنجم بخش مͬ�پردازیم. شͺافندگͬ قضیه و ١ خط�ها بررسͬ

ضعیف متوسط انحنای نابرابری ١.۴
فضا�گونه، سطح ابر متوسط انحنای فضا�گونه، سطح ابر مورد در تعاریفپایه�ای برخͬ بخش، این در

مͬ�کنیم. آوری یاد [٢] و [۵] ،[١١] مراجع از را مهم قضیه ͷی و آینده و گذشته محمل سطح ابر

مͬ�دهیم، نمایش M فضازمان در Σ با را هموار فضا�گونه ابرسطح علامت�ها، روی نظر اتفاق برای

.K دوم اساسͬ فرم و h القایͬ ͷمتری با همراه

میدان u آن در که داریم، را K (X, Y ) = h (∇Xu, Y ) ،X, Y ∈ TpΣ برخͬ برای .١.١.۴ تعریف

آنͽاه، است. Σ بر (قائم) متعامد آینده جهت در زمان�گونه یͺه برداری

H = Σمتوسط انحنای = trΣK = divΣu.

کرده�ایم؛ فراهم را [١٨] و [١٢] ،[٢] در استفاده مورد فضا�گونه ابر�سطح�های از تری ضعیف نسخه ما

کنید. رجوع ١۴ فصل ،[۵] به بیشتر اطلاعات برای

علّͬ غیر موضعاً که مͬ�باشد S ⊂M مجموعه Mزیر در C٠ فضا�گونه سطح یͷابر .٢.١.۴ تعریف

که طوری به دارد وجود M در p از U ͬͽهمسای ،p ∈ S هر ازای به عبارتͬ، به است، لبه بدون و

است. لبه بدون و علّͬ غیر U در S ∩ U

،[٢۴] از امر این که Mاست، در C٠نشانده ابر�سطح ͷی C٠لزوماً فضا�گونه ابر��سطح ͷی .٣.١.۴ نͺته

که آینده، کراندار گذشته شبه�کره�های - S−
∞ همچنین که باشید داشته یاد به مͬ�شود. نتیجه ۵.٨ گزاره

هستند. C٠ فضا�گونه ابر�سطح�های بودند، علّͬ غیر کلͬ) طور (به

برخورد q ∈ S ∩ S ′ نقطه در که باشند C٠ فضا�گونه ابر�سطح دو S ′ و S کنید فرض .۴.١.۴ تعریف

از U ͬͽهمسای ͷی برای اگر، مͬ�شود وارد q ͬͺنزدی در S آینده به موضعͬ طور به S ′ گوییم مͬ�کنند.

نیز را S ′ حالت، این در .S ′ ∩U ⊂ J+ (S, U) باشیم داشته است، لبه بدون و علّͬ غیر S آن در که q

١ Lines



۶١ ضعیف متوسط انحنای نابرابری .١.۴

مͬ�نامیم. q در S برای آینده محمل ابر�سطح

مفهوم در a مساوی یا کمتر متوسط انحنای دارای ،S ،C٠ فضا�گونه ابر�سطح گوییم .۵.١.۴ نͺته

از (حداقل هموار آینده محمل فضا�گونه ابر�سطح ،ε > ٠ هر و q ∈ S همه برای اگر است محمل

صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود چنان Hq,ε متوسط انحنای با q در S برای Sq,ε ( C٢ کلاس

�کند
Hq,ε ≤ a+ ε.

مͬ�توان را q ∈ S در S برای گذشته محمل ابر�سطح مفهوم زمانͬ، دوگان از استفاده با .۶.١.۴ تذکر

یا بزرگتر متوسط انحنای دارای که ،S ،C٠ فضا�گونه ابر�سطح�های مورد در مͬ�توانیم و کرد، تعریف

برای ،۵.١.۴ نابرابری کردن معͺوس به توجه با (البته کنیم بحث است محمل مفهوم در a مساوی

( Hq,ε (q) ≥ a− ε داریم گذشته حالت

مقادیر برخͬ برای که، طوری به باشند C٠ فضا�گونه ابرسطح�های S٢ و S١ کنید فرض .٧.١.۴ قضیه

باشیم، داشته ،aثابت

مͬ�شود. وارد q ∈ S١ ∩ S٢ ͬͺنزدی در S١ آینده به موضعاً S٢ (١

است. محمل مفهوم در H٢ ≤ a متوسط انحنای دارای S٢ (٢

.( ١ طرفه ͷی هسیان کران�های (با است محمل مفهوم در H١ ≥ a متوسط انحنای دارای S١ (٣

ابر�سطح ͷی اشتراک این و S١ ∩ U = S٢ ∩ U که طوری به دارد، وجود q از U ͬͽهمسای آنͽاه

است. H = a متوسط انحنای با هموار فضا�گونه�ی

.[٢] مرجع به کنید رجوع اثبات.

١ One-sided Hessian bounds
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یافته تعمیم شبه�کره�های برای شͺافندگͬ نتیجه ͷی ٢.۴

مͬ�کنیم. آغاز یافته تعمیم شبه�کره�های برای پایه�ای خاصیت ͷی اثبات با

همͽرایͬ شرایط در که باشد آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل فضازمان M کنید فرض .١.٢.۴ قضیه

S−
∞ اگر .Ric (X,X) ≥ ٠ ،X زمان�گونه بردار�های تمامͬ ازای به یعنͬ مͬ�کند، صدق �گونه زمان

آینده کراندار S−
∞ اگر مثال، (برای باشد زمان�گونه آن آینده شعاع - S−

∞ هر و باشد گذشته شبه�کره

کران�های (با مͬ�باشد محمل مفهوم در صفر مساوی یا بزرگتر متوسط انحنای دارای S−
∞ آنͽاه، ( باشد

طرفه). ͷی هسیان

از که داریم را ،γ آینده، زمان�گونه شعاع - S−
∞ ،۶.٣.٣ قضیه به بنا است. x ∈ S−

∞ فرضکنید اثبات.

با کردن پارامتری از استفاده با و است، آینده کامل γ بودن، کامل فرض از استفاده با مͬ�شود. آغاز x

است، ماکسیمال قطعه - S−
∞ ͷی γ

∣∣
[٠,r] که آنجایͬ از .γ : [٠,∞) →M داریم قوس، طول به توجه

نقاط که آنجایͬ از است. x در S−
∞ برای گذشته محمل یͷسطح S−

r (γ (r)) گذشته کره که مͬ�یابیم در

ͬͽهمسای ͷی در x→ d (x, γ (r))مسافت تابع ندارد، وجود γ (r)سمت به γ
∣∣
[٠,r] طول در بریدگͬ

آنͽاه، مͬ�باشد. هموار x ͬͺنزدی در S−
r (γ (r)) گذشته کره خاص، حالت در و بوده، هموار γ ([٠, r])

S−
r (γ (r)) که مͬ�گیریم نتیجه ( [٩] به شود (رجوع پایه�ای قیاس تئوری انحناء، فرضیه از استفاده با

آنجایͬ از .( است M = Mn+١ آن در (که است، x در −n
r
مساوی یا بزرگتر متوسط انحنای دارای

S−
∞ که مͬ�گیریم را نتیجه این بود، دلخواه x که آنجایͬ از و شود، گرفته بزرگ دلخواه به مͬ�تواند r که

کران�های به مربوط که بخشͬ است. محمل مفهوم در صفر مساوی بزرگتر یا متوسط انحنای دارای

هستند زمان�گونه آینده شعاع�های - S−
∞ همه اینͺه فرض و ٣.۵ گزاره ،[٢] از است طرفه ͷی هسیان

مͬ�شود. نتیجه

تعمیم کلͬ صورت به را [١۵] در C قضیه در شده بیان محمل متوسط انحنای نابرابری زیر گزاره
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مͬ�دهد.

شرط آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل فضازمان و باشد سراسری Mهذلولوی فرضکنید .٢.٢.۴ گزاره

و علّͬ غیر آینده، علّͬ کامل ،C٠ فضا�گونه ابر�سطح S کنید فرض کند. برآورد را زمان�گونه همͽرایͬ

شعاع - S ͷی اگر است. صفر مساوی یا کمتر متوسط انحنای دارای محمل مفهوم در که باشد همبند

علّͬ آینده و هموار، ماکسیمال، ،ͬͺژئودزی کامل فضا�گونه ابر�سطح S آنͽاه �شود، خارج S از )آینده
[٠,∞)× S,−dt٢ ⊕ h

)
با نرمال، نمایͬ تابع وسیله�ی به (J+ (S) , g) یعنͬ، مͬ�شود؛ شͺافته S

است. S روی شده القا ریمانͬ ͷمتری h آن در که است، ایزومتر

از .H+ (S) = ∅ یعنͬ است، آینده کشͬ سطح S ،١۴.١.٣ لم در زمانͬ دوگان از استفاده با اثبات.

دست از بدون مͬ�توانیم ،D (S) به فضازمان آن کردن محدود با و است J+ (S) ⊂ D (S) رو، این

کنیم. کامل را فرض و Mاست برای کشͬ سطح ͷی S که کنیم فرض کلیت این دادن

فرض باشد. آینده کامل رو این از و زمان�گونه، باید که بͽیرید، نظر در ثابت را γ آینده شعاع - S

غیر S−
∞ ،۶.٣.۴ و ٢.۴.٣ لم به بنا باشد. آن با مرتبط گذشته شعاعͬ شبه�کره S−

∞ = S−
∞ (γ) کنید

پس هستند. زمان�گونه آینده شعاع�های - S−
∞ همه و است، همراه S−

∞ ⊂ J− (S) با و است، علّͬ

صفر، مساوی یا بزرگتر متوسط انحنای دارای S−
∞ محمل مفهوم در که است این بیان�گر ١.٢.۴ قضیه

است γ (٠) شامل که باشد S−
∞ همبندی مؤلفه S− کنید فرض است. طرفه ͷی هسیان کران�های با

اشتراک از نقطه هر ͷنزدی آینده در S− با موضعاً S که آنجایͬ از است. بسته و ناتهͬ S ∩ S− آنͽاه

از U باز همسایͽͬ�های از برخͬ برای که، مͬ�دهد نتیجه ٧.١.۴ قضیه مͬ�کند، تلاقͬ x ∈ S ∩ S−

این خاص، حالت در است. ماکسیمال و فضا�گونه هموار، ،S ∩ U = S− ∩ U مجموعه داریم ،x

فضا�گونه، هموار، S = S− بنابراین مͬ�باشد، باز S− و S فضای دو هر در S ∩ S− که مͬ�دهد نتیجه

شعاع�ها - S نیز S = S− نقطه هر از زمان�گونه آینده شعاع�های - S−
∞ نتیجه، در است. ماکسیمال و

بودن کامل مͬ�باشند. S مبدأ با آینده نرمال ͷژئودزی دقیقاً این�ها است، هموار S که آنجایͬ از هستند.
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این در مقابل، (در گرفته�اند. صورت [١۵] در C قضیه نتیجه در J+ (S) ͬͽافتͺش و S ͷژئودزی

فضا�گونه ابر�سطح�های برای را استاندارد ریͺاتͬ معادله تͺنی�ͷهای مستقیم صورت به مͬ�توان مرحله

.( شود رجوع ٣.١ لم ،[١۵] به کرد؛ اعمال St = {p ∈ J+ (S) : d (S, p) = t} هموار

یافته تعمیم شبه�کره�های با رابطه در را زیر شͺافندگͬ نتیجه مͬ�توان قبلͬ نتایج ͷکم به اکنون

آورد. بدست

شرط که باشد، سراسری هذلولوی و زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل Mفضازمان فرضکنید .٣.٢.۴ قضیه

آینده کراندار یافته) (تعمیم گذشته شبه�کره ͷی را S−
∞ همچنین مͬ�کند. برآورد را زمان�گونه همͽرایͬ

فضا�گونه ͬͺژئودزی کامل کشͬ سطح S−
∞ آنͽاه بردارد. در را گذشته شعاع - S−

∞ ͷی که بͽیرید نظر )در
R× S−

∞,−dt٢ ⊕ h
)
با (M, g) دیͽر، عبارت به مͬ�شود، شͺافته S−

∞ امتداد Mدر و است، هموار

مͬ�شود. محسوب S−
∞ روی القایͬ ͷمتری h آن در که است، ایزومتر

قضیه به بنا علاوه، به است. سراسری علّͬ غیر C٠ فضا�گونه ابر�سطح S−
∞ ،۶.٣.٣ قضیه به بنا اثبات.

فرض طرفه). ͷی هسیان کران�های (با دارد صفر مساوی یا بزرگتر محمل متوسط انحنای S−
∞ ،١.٢.۴

١۶.١.٣ لم مͬ�شود. خارج گذشته شعاع - S−
∞ ͷی آن از که باشد S−

∞ همبندی مؤلفه S− کنید

داریم ،٢.٢.۴ گزاره در زمانͬ دوگان از استفاده با آنͽاه، است. گذشته علّͬ کامل S− که مͬ�کند بیان

که طوری به مͬ�باشد، هموار و علّͬ غیر ماکسیمال، ،ͬͺژئودزی کامل فضا�گونه ابر�سطح ͷی S− که

ͷمتری h آن در که است، ایزومتر
(
(−∞, ٠]× S−,−dt٢ ⊕ h

)
با نمایͬ تابع ͷکم به (J− (S−) , g)

همه که مͬ�شود نتیجه S− بودن هموار و ۶.٣.٣ قضیه از ادامه در مͬ�شود. محسوب S− روی القایͬ

در مͬ�باشند. آینده کامل زمان�گونه شعاع�های - S− ،S− در شروع نقطه با آینده نرمال ژئودزی��ͷهای

صورت به N (S−) یعنͬ نمایͬ تابع برد کل که داد نشان مͬ�توان مشابه روشͬ با نتیجه،

بودن کامل و حاصلضربͬ ساختار این مͬ�شود. شͺافته (N (S−) , g) ≈
(
R× S−,−dt٢ ⊕ h

)
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شود (رجوع است سراسری هذلولوی و ͬͺژئودزی کامل N (S−) که است این بیان�گر S− ͬͺژئودزی

است. M برای کشͬ سطح ͷی S− و N (S−) = M که مͬ�دهد نتیجه این .( ٣.۶ بخش ،[۵] به

بنابراین است. S−
∞ بودن کرونال آ ناقض که است، x ∈ I± (S) آنͽاه ،x ∈ S−

∞\S− اگر نهایت، در

.S− = S−
∞

سطح ͷی الزاماً S−
∞ فشرده شبه�کره است، لبه بدون کرونال آ C٠ ابر�سطح ͷی این که آنجایͬ از

آینده کراندار سادگͬ به و دارد بر در را گذشته شعاع - S−
∞ ͷی که آنجا از و است، (فشرده) کشͬ

آورد. خواهیم بدست ٣.٢.۴ قضیه از را زیر نتیجه بنابراین، مͬ�باشد،

شرط که باشد سراسری هذلولوی زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل فضازمان M کنید فرض .۴.٢.۴ نتیجه

کشͬ سطح S−
∞ آنͽاه باشد M در گذشته شبه�کره ͷی S−

∞ اگر مͬ�کند. برآورد را زمان�گونه همͽرایͬ

(M, g) دیͽر، عبارت به مͬ�شود، شͺافته S−
∞ امتداد Mدر و مͬ�باشد، هموار فضا�گونه ͬͺژئودزی کامل

است. S−
∞ روی القایͬ ͷمتری h آن در که ایزومتراست،

(
R× S−

∞,−dt٢ ⊕ h
)
با

کشͬ شبه�کره�های کاربرد ٣.۴

از که تعریفͬ از استفاده با سپس، مͬ�کنیم معرفͬ را کشͬ شبه�کره ویژگͬ�های ابتدا بخش، این در

ͷی با را بخش ادامه، در مͬ�پردازیم. لم چند اثبات و بیان به مͬ�دهیم ارائه حداکثری حداقل- شرط

مͬ�دهیم. پایان دیͽر شͺافندگͬ نتیجه

شبه�کره نیز و باشد، S فشرده کشͬ سطح با همراه زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل Mفضازمان کنید فرض

طور به را S−
∞ ویژگͬ�های از برخͬ قبلͬ، نتایج به بنا بͽیرید. نظر در S−

∞ = S−
∞ (S) را مرتبط کشͬ

مͬ�کنیم. بیان زیر در خلاصه

است. فشرده کشͬ سطوح (ناتهͬ) دنباله�ای حد S−
∞ (١

است. آینده کراندار S−
∞ ⊂ J− (S) و S وسیله�ی به S−

∞ (٢



تحدّب و سختͬ .۴ فصل ۶۶

مͬ�شود. خارج آن نقطه هر از زمان�گونه شعاع - S−
∞ ͷی و است گذشته کشͬ سطح S−

∞ (٣

یا بزرگتر متوسط انحنای محمل مفهوم در S−
∞ آنͽاه باشد، برقرار زمان�گونه همͽرایͬ شرط اگر (۴

طرفه). ͷی هسیان کران�های (با دارد صفر مساوی

شبه�کره�ها برای مهم ویژگͬ ͷی خاص طور به فشردگͬ دریافت، ۴.٢.۴ نتیجه از مͬ��توان که همان�گونه

است، فشرده کشͬ سطوح حد با برابر S−
∞ اینͺه به توجه با شد، گفته پیش�تر که همان�گونه اما، است.

شرط واسطه به فشردگͬ برای ساده معیاری اینجا، در نیست. فشرده کلͬ حالت در خودش لزوماً اما

مͬ�دهیم. ارائه کشͬ برسطح مبتنͬ حداکثری حداقل-

آنͽاه باشد. S فشرده کشͬ سطح با همراه آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی Mکامل کنید فرض .١.٣.۴ لم

باشد. گذشته کراندار اگر تنها و اگر است فشرده کشͬ سطح S−
∞ (S)

برعͺس است. گذشته کراندار پس است S گذشته به محدود بدیهͬ طور به کشͬ سطح ͷی اثبات.

نیز فشرده الزاماً که S ′ کشͬ سطح برای دیͽر، عبارت به باشد، گذشته کراندار S−
∞ (S) که فرضکنید

شد، بیان بالا در که (٢) به بنا آنͽاه، باشد برقرار S−
∞ (S) ⊂ J+ (S) هست،

که مͬ�باشد (بسته) لبه بدون کرونال آ C٠ ابر�سطح S−
∞ (S) رو، این از S−

∞ (S) ⊂ J+ (S ′)∩ J− (S)

باشد. فشرده کشͬ سطح باید نتیجه در و دارد، قرار فشرده مجموعه در

با همراه آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی Mکامل کنید فرض حداکثری). حداقل- (شرط .٢.٣.۴ تعریف

گوییم بͽیرید. نظر در را Sk := S+
k (S) ،k مثبت صحیح عدد هر برای باشد. S فشرده کشͬ سطح

که طوری به باشد، داشته وجود R > ٠ که مͬ�کند صدق S روی شرطͬ به حداکثری حداقل- شرط

باشیم داشته k مقادیر همه برای

maxx∈Sd (x, Sk)−minx∈Sd (x, Sk) ≤ R

به .maxx∈Sd (x, Sk) = k داریم ،Sk = S+
k (S)تعریف به بنا که، باشید داشته یاد به .٣.٣.۴ تذکر

لورنتسͬ حاصلضربͬ فضای در کشͬ سطح هر برای حداکثری حداقل- شرط که مͬ�شود دیده سادگͬ
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است فشرده ریمانͬ خمینه ͷی (N, h) و f : R → (٠,∞) آن در که ،
(
R×N,−dt٢ + f٢ (t)h

)
مͬ�کند. صدق نیز ١ دسیتر فضای در کشͬ سطح هر برای خاص، حالت در است. صادق

اگر باشد. S فشرده کشͬ سطح با همراه آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل M کنید فرض .۴.٣.۴ لم

ͷی رو این از و مͬ�شود گذشته کراندار S−
∞ (S) آنͽاه باشد، برقرار S روی حداکثری حداقل- شرط

بود. خواهد فشرده کشͬ سطح

،R > ٠ مقدار برای که، کنید فرض اثبات.

maxx∈Sd (x, Sk)−minx∈Sd (x, Sk) = k −minx∈Sd (x, Sk) ≤ R.

S−
∞ (S) که آنجایͬ از است. فشرده کشͬ سطح ͷی S−

R (S) ،٧.٢.٣ لم به بنا که باشید داشته یاد به

این غیر در است. کافͬ S̃k ⊂ J+
(
S−
R (S)

)
اینͺه دادن نشان برای این است، S̃kS دنباله�ای حد

بنا باشند. داشته وجود x١ ≪ x٢ شرط با ،x٢ ∈ S−
R (S) و x١ ∈ S̃k مقادیر که کنید، فرض صورت

بنابراین، داشت. خواهد وجود x٣ ∈ S تا x٢ از R طول با زمان�گونه منحنͬ ͷی ،S−
R (S) تعریف به

داشت. خواهد وجود minx∈Sd
(
x, S+

k (S)
)
طول حداقل با x۴ ∈ S+

k (S) تا x٣ از زمان�گونه منحنͬ

اکیداً طولͬ با x۴ ∈ S+
k (S) تا x١ ∈ S̃k = S−

k

(
S+
k (S)

)
از منحنͬ ͷی منحنͬ�ها، این الحاق با

رو، این از و داشت، خواهیم را R +minx∈Sd
(
x, S+

k (S)
)
از بیشتر

k = d
(
x١, S

+
k (S)

)
> R +minx∈Sd

(
x, S+

k (S)
)
,

مͬ�باشد. تناقض ͷی که

شود (رجوع ͷبارتنی شͺافندگͬ حدس مورد در زیر قضیه اثبات برای ۴.٣.۴ لم و ۴.٢.۴ نتیجه

شده�اند. ترکیب همدیͽر با حداکثری، حداقل- شرط با رابطه در ، ( [۴] به

١ De Sitter space
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زمان�گونه همͽرایͬ شرط که باشد زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل فضازمان M کنید فرض .۵.٣.۴ قضیه

صدق حداکثری حداقل- شرط آن روی که باشد فشرده کشͬ سطح ͷی S اگر مͬ�کند. برآورد را

با (M, g) و است هموار فشرده فضا�گونه کشͬ سطح ͷی S−
∞ = S−

∞ (S) کشͬ شبه�کره آنͽاه �کند،

است. S−
∞ روی القایͬ ͷمتری h آن در که مͬ�باشد، ایزومتر

(
R× S−

∞,−dt٢ ⊕ h
)

[١٢] در فوق قضیه مشابه شͺافندگͬ نتیجه که داریم یاد به مͬ�دهیم، قرار نظر مد را مشابهͬ موضوع

آمد: بدست زیر شعاع - S شرط از

شͺافندگͬ حدس باشد داشته وجود S ⊂ I− (γ) که ،γ آینده کامل زمان�گونه شعاع - S ͷی اگر

بدست را حداقل-حداکثری شرط شرط، این که مͬ�کنیم مشاهده اینجا در است. قرار بر ͷبارتنی

مͬ�دهد.

باشد. فشرده کشͬ سطح ͷی S ⊂ M و بوده، زمان�گونه ͬͺژئودزی Mکامل کنید فرض .۶.٣.۴ لم

روی حداکثری حداقل- شرط آنͽاه ،S ⊂ I− (γ) که طوری به باشد زمان�گونه آینده شعاع - S ،γ اگر

مͬ�کند. صدق S

است، فشرده S و S ⊂ I− (γ) که آنجایͬ از باشد. شده پارامتری قوس طول با γ کنید فرض اثبات.

،k٠ ≤ k و x ∈ S ⊂ I− (γ (k٠)) هر برای آنͽاه .S ⊂ I− (γ (k٠)) داریم k٠ ∈ N مقدار ͷی برای

ͷی با و ،d (x, γ (k٠)) + (k − k٠) ≤ d (x, γ (k)) داریم معͺوس مثلث نامساوی از استفاده با

تابع ͷی راست سمت که آنجایͬ از .k−d (x, γ (k)) ≤ k٠−d (x, γ (k٠))داشت خواهیم بازنویسͬ

داریم، ،k٠ ≤ k برای و مͬ�باشد، آن برای بالا کران ͷی R > ٠ است، S فشرده مجموعه روی پیوسته

.k ≤ d
(
x, S+

k (S)
)
+R داریم پس d (x, γ (k)) ≤ d

(
x, S+

k (S)
)
چون .k − d (x, γ (k)) ≤ R

مͬ�آید. بدست نتیجه x ∈ S همه�ی روی گرفتن مینیمم با

بسیار شعاع - S شرط ۶.٣.۴ لم در شده گرفته نظر در فضازمان�های دسته به توجه با .٧.٣.۴ نͺته



۶٩ کشͬ شبه�کره�های کاربرد .٣.۴

هر برای حداکثری حداقل- شرط که حالͬ در مثال، برای است. حداکثری حداقل- شرط از تر قوی

نمͬ�کند. صدق هایͬ S چنین تمام برای شعاع - S شرط مͬ�کند، صدق دسیتر فضای در S کشͬ سطح

ͷی وجود الزام ،[١۶] در ٣.٧ قضیه از استفاده با است. شͺافندگͬ از دیͽر نتیجه�ای زیر قضیه

شرط با مͬ�تواند کشͬ) شبه�کره�های به مربوط اختصاصͬ طور (به ٣.٢.۴ قضیه در گذشته شعاع - S−
∞

شود. جایͽزین متفاوتͬ، شعاعͬ

زمان�گونه همͽرایͬ شرط که باشد زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل فضازمان M کنید فرض .٨.٣.۴ قضیه

وجود چنان γ گذشته زمان�گونه شعاع فرضکنید است. S فشرده کشͬ سطح دارای و مͬ�کند برآورد را

ͷی توسط S+
∞ (γ) آینده شعاعͬ شبه�کره و �شود شروع I− (S−

∞ (S)) در نقطه�ای از که باشد داشته

قضیه مانند و مͬ�باشد، هموار فشرده کشͬ سطح S−
∞ (S) آنͽاه است. گذشته کراندار S ′ کشͬ سطح

که ایزومتراست،
(
R× S−

∞,−dt٢ ⊕ h
)
با (M, g) (یعنͬ، مͬ�شود شͺافته S−

∞ امتداد Mدر ،٣.٢.۴

( است. S−
∞ روی القایͬ ͷمتری h آن در

مͬ�باشد لبه بدون علّͬ غیر C٠ ابر�سطح Σ١ := S+
∞ (γ) آنها)، زمانͬ دوگان (یا قبلͬ نتایج به بنا اثبات.

ابر�سطح نیز Σ٢ := S−
∞ (S) و است صفر مساوی یا کمتر متوسط انحنای دارای محمل، مفهوم در که

از است. صفر مساوی یا بزرگتر انحنای دارای محمل، مفهوم در که مͬ�باشد لبه بدون کرونال آ C٠

زیر J+ (Σ١) ∩ J− (Σ٢) که مͬ�دهد نتیجه هستند، Σ٢ ⊂ J− (S) و Σ١ ⊂ J+ (S ′) که آنجایͬ

برابری است. k = J+ (S ′) ∩ J− (S) فشرده مجموعه ͷی از مجموعه�ای

که مͬ�دهد نشان و مͬ�آید بدست راحتͬ به J+ (Σ١) ∩ J− (Σ٢) = J+ (Σ١ ∩ k) ∩ J− (Σ٢ ∩ k)

نتیجه [١۶] در ٣.٧ قضیه از ،d (Σ١,Σ٢) = δ > ٠ که آنجایͬ از است. فشرده J+ (Σ١)∩ J− (Σ٢)

فضای با J+ (Σ١) ∩ J− (Σ٢) و مͬ�باشند هموار فشرده فضا�گونه کشͬ سطوح Σ٢ و Σ١ که مͬ�شود

Σ١ روی القایͬ ͷمتری h آن در که مͬ�باشد، ایزومتر
(
[٠, δ]× Σ١,−dt٢ ⊕ h

)
لورنتسͬ حاصلضربͬ
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ͷکم به حͺم حال است). ͷژئودزی کاملا́ واقع (در است ماکسیمال Σ٢ خاص، حالت در مͬ�باشد.

مͬ��آید. بدست ،[۴] مرجع در ١ نتیجه

شͺافندگͬ قضیه و خط�ها ۴.۴

کشͬ مختصشبه�کره�های که مͬ�دهیم، ارائه ٣.٢.۴ قضیه برای جایͽزین اثبات ͷی بخش، این در

.( آنجا در موجود منابع و [۵] به شود (رجوع است شده بنا لورنتسͬ شͺافندگͬ قضیه پایه بر و بوده

که ویژگͬ این با است ناپذیر گسترش علّͬ ͷژئودزی ͷی فضازمان، در علّͬ یͷخط .١.۴.۴ تعریف

دارد. را قطعه این پایانͬ نقاط بین لورنتسͬ مسافت بیشترین خط این از قطعه هر

شرط که باشد سراسری هذلولوی فضازمان (M, g) اگر لورنتسͬ). شͺافندگͬ (قضیه .٢.۴.۴ قضیه

طور به (M, g) آنͽاه باشد، داشته بر در را کامل زمان�گونه خط ͷی و �کند برآورد را زمان�گونه همͽرایͬ

آن در که مͬ�شود، شͺافته (M, g) ≈
(
R×N,−dt٢ ⊕ h

)
حاصلضرب، فضای صورت به ایزومتری

است. کامل ریمانͬ خمینه ͷی (N, h)

مͬ�پردازیم. یافته تعمیم شبه�کره�های برای کلͬ خواص برخͬ بیان به ادامه در

M سراسری هذلولوی فضازمان در یافته تعمیم گذشته شبه�کره ͷی S−
∞ کنید فرض .٣.۴.۴ گزاره

مͬ�یابد. بسط زمان�گونه علّͬ خط ͷی به γ گذشته زمان�گونه شعاع - S−
∞ هر آنͽاه باشد،

بسط γ (٠) از که است η آینده شعاع - S−
∞ دارای S−

∞ است. ۶.٣.٣ قضیه مستقیم نتیجه اثبات اثبات.

مͬ�باشد y = η (s) تا x = γ (t) از که α : [a, b] → M علّͬ منحنͬ هر ،۶.١.٢ گزاره به بنا مͬ�یابد.

داریم: هستند شعاع�ها - S−
∞ ،γ و η که آنجا از اما، کند، قطع p = α (c) مانند نقطه�ای در را S−

∞ باید

L (α) = L
(
α
∣∣
[a,c]

)
+ L

(
α
∣∣
[c,b]

)
≤ d (x, S−

∞) + d (S−
∞, y) = L

(
γ
∣∣
[٠,t]
)
+ L

(
η
∣∣
[٠,s]
)



٧١ شͺافندگͬ قضیه و خط�ها .۴.۴

آن ،γ بودن زمان�گونه دلیل به که است، علّͬ خط ͷی کننده ایجاد γ و η تلاقͬ که مͬ�دهد نتیجه این

بود. خواهد زمان�گونه لزوماً (خط)

مͬ�رود. کار به مͬ�شود بیان ادامه در که ۵.۴.۴ قضیه اثبات در زیر لم

(N, h) آن در که ،
(
R×N,−dt٢ + h

)
لورنتسͬ حاصلضربͬ خمینه با (M, g) فرضکنید .۴.۴.۴ لم

،M در S کشͬ سطح هر برای صورت این در است. ایزومتر است، فشرده و همبند ریمانͬ خمینه ͷی

است. فشرده کشͬ سطح ͷی ،S−
∞ = S−

∞ (S) یعنͬ S نظیر کشͬ شبه�کره

مͬ�باشد. فشرده کشͬ سطح با همراه سراسری هذلولوی (M, g) است، فشرده N که آنجایͬ از اثبات.

است، واقع S گذشته درون که دارد وجود N ′ := {a} ×N بریدگͬ و بوده فشرده الزاماً S رو، این از

داریم است، بریدگͬ ͷی N ′ که واقعیت این و (M, g) حاصلضربͬ ساختار از .N ′ ⊂ J− (S) یعنͬ

،١۵.١.٢ گزاره به بنا رو، این از و S̃k ⊂ J+ (N ′) ∩ J− (S) بنابراین .Ñ ′
k = N ′

مجموعه ͷی در مشمول لبه بدون علّͬ C٠ ابر�سطح ͷی عنوان به مͬ�باشد. S−
∞ ⊂ J+ (N ′)∩J− (S)

باشد. فشرده مجموعه ͷی خود باید S−
∞ فشرده،

Ric (X,X) ≥ ٠ در که باشد، آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی کامل Mفضازمان فرضکنید .۵.۴.۴ قضیه

اینͺه و داشته بر در را S کشͬ Mسطح فرضکنید مͬ�کند. صدق X زمان�گونه بردار�های همه ازای به

آنͽاه باشد. کامل گذشته شعاع - S−
∞ (S)ͷی شامل کشͬ سطح این به مربوط S−

∞ (S) کشͬ شبه�کره

مͬ�شود. Mشͺافته امتداد در که است، هموار و فشرده فضا�گونه کشͬ سطح ͷی S−
∞ (S)

است، علّͬ غیر S−
∞ (S) که آنجایͬ از داریم. را γ گذشته شعاع - S−

∞ (S) ͷی فرض، به بنا اثبات.

نقطه از آینده شعاع - S−
∞ (S) هر به را شعاع این ،٣.۴.۴ گزاره همانند باشد. زمان�گونه باید شعاع این

به ایزومتری طور به M ،٢.۴.۴ قضیه به بنا و شود ایجاد زمان�گونه خط ͷی که کنید متصل γ شروع
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ریمانͬ خمینه ͷی (N, h) که مͬ�شود، شͺافته (M, g) ≈
(
R×N,−dt٢ + h

)
حاصلضربͬ خمینه

،۴.۴.۴ لم به بنا لذا، باشد. فشرده باید N هستند، Mفشرده کشͬ سطوح که آنجایͬ از است. کامل

امتداد در بریدگͬ - t ͷی S−
∞ (S) که کنیم بررسͬ باید حال است. فشرده کشͬ سطح ͷی S−

∞ (S)

p ∈ S−
∞ (S) نقطه در که مͬ�کند، اختیار t = b در را مقدار بیشترین t زمان مختصات است، S−

∞ (S)

،١.٢.۴ قضیه به بنا و مͬ�باشد صفر متوسط انحنای دارای Nb = {b} × N بریدگͬ مͬ�افتد. اتفاق

ماکسیمم اصل پس، بود. خواهد مساویصفر یا بزرگتر متوسط انحنای دارای محمل مفهوم در S−
∞ (S)

به پس هستند. منطبق هم بر p ͬͺنزدی در S−
∞ (S) و Nb که است این بیان�گر ،٧.١.۴ قضیه هندسͬ،

مͬ�شود. اثبات ۵.۴.۴ قضیه و S−
∞ (S) = Nb که، گرفت نتیجه مͬ�توان سادگͬ

آینده به نͽاهͬ ۵.۴
،٧.٣.۴ نͺته به توجه با که مͬ�شود نتیجه S ⊂ I− (γ) از حداقل-حداکثری شرط ،۶.٣.۴ لم به بنا

زاده شریف ،[٢۶] مرجع در طرفͬ از است. تر ضعیف γ شعاع - S شرط از حداقل-حداکثری شرط

(با مͬ�دهد نتیجه را حداقل-حداکثری شرط
∑

c شرط که داده�اند نشان ٣.٣ قضیه در ٢ پور بهرام و ١

باشد: زیر خواص با فضازمان ͷیM اگر [٢۶] در ٣.٢ تبصره به توجه

است. سراسری Mهذلولوی •

است. فشرده کشͬ سطح ͷی Mشامل •

زمان�گونه بردار�های همه�ی برای یعنͬ، مͬ�کند، برآورد را زمان�گونه همͽرایͬ Mشرط •

باشد. برقرار Ric (X,X) ≥ ٠ ،X ∈ TM

است. آینده زمان�گونه ͬͺژئودزی Mکامل •

١ Sharifzadeh

٢ Bahrampour



٧٣ آینده به نͽاهͬ .۵.۴

b بوسمان تابع سطوح مجموعه که دارند وجود چنان c ≥ ٠ حقیقͬ عدد Mو در γ شعاع - S •

.
∑

c ⊂ D+ (S) یعنͬ، است، D+ (S) از مجموعه�ای زیر ،c در

که داده�اند نشان ٣.٣ قضیه در سپس مͬ�شود. شͺافته ͷمتری حاصلضرب صورت به M آنͽاه

حداقل-حداکثری شرط یعنͬ این و است برقرار تبصره آخر شرط آنͽاه باشد S ⊂ I− (γ) اگر

( است. برقرار
∑

c روی

است؟ صورت چه به
∑

c شرط و حداقل-حداکثری شرط بین ارتباط .١.۵.۴ مسأله
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۵ فصل

ضمیمه

فصل این مͬ�پردازد. نامه، پایان این در نیاز مورد شبه�ریمانͬ هندسه از مفاهیمͬ مرور به فصل این

مفهوم به آن در و مͬ�باشد شبه�ریمانͬ هندسه بر کوتاه مقدمه�ای اول بخش که است بخش پنج شامل

التصاق�ها، به بخشسوم مͬ�کند. معرفͬ را شبه�ریمانͬ خمینه�های بخشدوم، مͬ�شود. پرداخته خمینه�ها

است. یافته اختصاص تانسورها به پنجم بخش و ژئودزی�ͷها به چهارم بخش

خمینه ١.۵
،ͷتوپولوژی فضای تعریف قبیل از عمومͬ توپولوژی از مقدماتͬ تعاریف ابتدا بخش، این در

سپس مͬ�شود، یادآوری ͷتوپولوژی پایه و ͷتوپولوژی پایه زیر ریختͬ، همان پیوسته، تابع باز، مجموعه

توپولوژی حاصلضربͬ، توپولوژی ،ͷتوپولوژي خمینه�های جمله از خمینه�ها، به راجع نیاز مورد مفاهیم

جلوبری، کلافمماس، مماس، فضای مماس، بردار همبند، و هموار خمینه دیفئومورفیسم، فضایͬ، زیر

فضای پایینͬ، و بالایͬ پیوسته نیم لͬ، کروشه برداری، میدان نشاننده، خمینه زیر نشاننده، فروبری،

از تعاریفͬ و ماکسیمم اصل مرتب، جزئاً ترتیب بسته، مجموعه بستار، درون، حدی، نقطه فشرده،

٧۵
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مͬ�کنیم. ذکر ،[٣٢] ،[٣١] ،[٢٩] ،[٣۵] ،[٣۴] ،[٢٢] مراجع از را ( پوچ (زمان�گونه، فضا�گونه بردار

X در توپولوژی ͷی را τ .τ ⊆ P (X) و باشد ناتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض .١.١.۵ تعریف

کند: صدق زیر شرط سه در اگر مͬ�نامیم

X, ∅ ∈ τ الف)

باشد. بسته دلخواه اجتماع به نسبت τ ب)

باشد. بسته متناهͬ اشتراک به نسبت τ ج)

، باشد ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, τ) اگر مͬ�نامند. ͷتوپولوژی یͷفضای را (X, τ)صورت این در

. U ∈ τ هرگاه گوییم باز مجموعه ͷی را X از U مانند زیرمجموعه ͷی

از: عبارتست ͷتوپولوژي فضای از مثال�ها ترین مهم

صورت Xبه روی گسسته توپولوژي باشد Xیͷمجموعه اگر .(Discrete Spaces) .٢.١.۵ مثال

مͬ�شود. تعریف است باز که X از مجموعه�ای زیر هر

متر فاصله(که تابع با M مانند مجموعه�ای ͷمتری فضای ͷی .(Metric Spaces) .٣.١.۵ مثال

باشد: برقرار زیر خواص x, y, z ∈M تمام برای که است d :M ×M → R مͬ�شود) نامیده

d (x, x) = ٠ و d (x, y) > ٠ ،x ̸= y تمام برای (Positivity) •

d (x, y) = d (y, x) (Symmetry) •

d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z) (Triangle Inequality) •

باشیم داشته τY عضو U هر برای اگر گویند پیوسته را f : (X, τX) → (Y, τY ) تابع .۴.١.۵ تعریف

.f−١(U) ∈ τX

f : X → Y سویͬ دو نͽاشت و (Y, τY ) و (X, τX) ͷتوپولوژی فضای دو اگر .۵.١.۵ تعریف

بین همئومورفیسم یا ریختͬ همان را f صورت این در باشند پیوسته دو هر f−١ و f که باشند چنان

مͬ�نامند. همئومورف) ) ریخت همان فضای دو را (Y, τY ) و (X, τX) نیز، و (Y, τY ) و (X, τX)
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نقطه هر که طوری به است شمارا پایه با هاسدورف فضای ͷی بعدی - n یͷخمینه .۶.١.۵ تعریف

است. همئومورفیسم Rn از مجموعه�ای زیر ͷی با که بوده ͬͽهمسای ͷی دارای X از x

زیرمجموعه�های از یͷزیرگردایه Xعبارتاستاز توپولوژيͷبرایمجموعه پایه یͷزیر تعریف۵.٧.١.

زیرپایه این توسط شده تولید وتوپولوژی . شود X برابر آن عضوهای اجتماع که طوری به S مانند X

. S عضوهای متناهͬ اشتراک�های و اجتماع�ها همه�ی از است عبارت

زیرمجموعه�های از یͷگردایه Xعبارتاستاز براییͷتوپولوژیرویمجموعه�ی یͷپایه تعریف۵.٨.١.

؛ کند صدق زیر اصول در که طوری به β مانند X

.x ∈ B که طوری به B ∈ β باشد داشته وجود x ∈ X هر برای -١

باشد داشته وجود صورت این در x ∈ B١
∩
B٢ که باشند چنان x ∈ X و B١, B٢ ∈ β اگر -٢

.x ∈ B٣ ⊆ B١
∩
B٢ که طوری به B٣ ∈ β

تعریف زیر صورت به را β توسط شده تولید τ توپولوژی ، کند صدق تعریففوق شرایط در β اگر حال

؛ مͬ�کنیم

به B ∈ β ͷی باشد داشته وجود x ∈ U هر برای هرگاه گوییم باز X در را X از U مجموعه زیر ͷی

.x ∈ B ⊆ U که طوری

برقرار زیر شرایط اگر است n بعد از ͷتوپولوژی خمینه ͷی M ͷتوپولوژی فضای .٩.١.۵ تعریف

باشد:

U, V ⊂M هم از جدا باز زیرمجموعه�های p, q ∈M نقطه دو برایهر یعنͬ Mهاسدورفباشد، •

.q ∈ V و p ∈ U �که بطوری باشد داشته وجود

باشد. داشته Mوجود توپولوژی برای شمارا پایه�ای یعنͬ باشد، دوم نوع Mشمارای •

ͷی با که باشد داشته ͬͽهمسای ͷی M نقطه هر یعنͬ باشد، n بعد از اقلیدسͬ موضعاً M •

باشد. همئومورف Rn از باز زیرمجموعه

مجموعه�های زیر همه گردایه باشند. ͷتوپولوژی فضاهای X١, . . . , Xk کنید فرض .١٠.١.۵ تعریف
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روی توپولوژي برای پایه�ای تشͺیل است، Xiباز در Ui که ،U١ × · · · ×Uk شͺل به X١ × · · · ×Xk

مͬ�شود. نامیده حاصلضربͬ توپولوژي که مͬ�دهد X١ × · · · ×Xk

فضایͬ زیر توپولوژي Xباشد از مجموعه��ای زیر S و ͷتوپولوژی فضای ͷیX اگر تعریف۵.١١.١.

وجود X از V باز مجموعه اگر تنها و اگر است S از U باز مجموعه زیر S روی نسبͬ) توپولوژي (یا،

.U = V ∩ S که طوری به باشد داشته

Sn برای کارت�هایͬ :١.۵ شͺل

با Rn+١ در یͺه بردار�های از مجموعه�ای که ،Sn (واحد) بعدی n کره کنید فرض .١٢.١.۵ مثال

کنیم: مشخص زیر صورت به را است فضایͬ زیر توپولوژی

Sn =
{
x ∈ Rn+١ : |x| = ١

}
است. Rn+١ از ͬͺتوپولوژي فضایͬ زیر زیرا است دوم نوع شمارای و هاسدورف کره، صورت این در

نمایش U+
i فرضکنید i = ١, . . . , n+اندیس١ هر برای است، اقلیدسͬ موضعاً اینͺه دادن نشان برای

باشد: مثبت آن ام iمختصات که است Sn از مجموعه�ای زیر

U+
i =

{(
x١, . . . , xn+١) ∈ Sn : xi > ٠

}
.

باز گوی Bn = {x ∈ Rn : |x| = ١} کنید فرض .xi < ٠ که است مجموعه�ای U−
i مشابه، طور به

برای آنͽاه بͽیرید. نظر در f (u) =
√
١− |u|٢ صورت به را f : Bn → R پیوسته تابع باشد، Rn در

صورت به ترتیب به U±
i ∩ Sn ،i = ١, . . . , n+ ١ هر
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xi = f
(
x١, . . . , x̂i, . . . , xn+١) , xi = −f

(
x١, . . . , x̂i, . . . , xn+١)

نͽاشت�های و است، n بعد از اقلیدسͬ موضعاً U±
i ∩ Sn مجموعه هر بنابراین است.

صورت به φ±
i : U±

i ∩ Sn → Rn

φ±
i

(
x١, . . . , xn+١) = (x١, . . . , x̂i, . . . , xn+١)

٢n + ٢ این از ͬͺی حداقل دامنه در Sn در نقطه هر چون هستند. Sn برای هندسͬ مختصات�های

( کنید. توجه ،١.۵ شͺل (به است. بعدی - nͷتوپولوژی خمینه ͷی Sn پس است، کارت�ها

،M روی مختصاتͬ چارت باشد. بعدی -nͷتوپولوژی خمینه ͷیM کنید فرض .١٣.١.۵ تعریف

U از یͷهمئومورفیسم φ : U → Ũ Mو از باز مجموعه Uیͷزیر آن در استکه (U,φ) تایͬ یͷدو

�که �طوری به باشند چارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر است. Ũ = φ(U) ⊂ Rn باز مجموعه زیر ͷی به

انتقال نͽاشت ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) ترکیبͬ نͽاشت صورت این در ،U ∩ V = ∅

هم خودش پس مͬ�باشد همئومورفیسم�ها از ترکیبͬ انتقال، نͽاشت چون مͬ�شود. نامیده ψ به φ از

و باشد پوشا و ͷی به ͷی اگر گویند دیفئومورفیسم را f : M → N نͽاشت است. همئومورفیسم

همئومورفیسم ͷی همواره دیفئومورفیسم ͷی دیͽر، عبارت به باشد. پذیر دیفرانسیل دو هر f−١ و f

است.

نͽاشت یا U ∩ V = ∅ اگر هموار�ند سازگار طور به (V, ψ) و (U,φ) چارت دو .١۴.١.۵ تعریف

اطلس ͷی مͬ�پوشاند را M دامنه که چارت��ها از مجموعه�ای باشد. دیفئومورفیسم ψ ◦ φ−١ انتقال

باشند. یͺدیͽر با هموار Aسازگار در چارت دو هر اگر است اطلسAهموار مͬ�شود. Mنامیده برای

ماکزیمال M روی A اطلس مͬ�گوییم نباشد بزرگتر هموار اطلس هیچ در مشمول A اطلس ͷی اگر

است. ماکزیمال هموار اطلس ͷی ،M ͷتوپولوژی خمینه روی هموار ساختار ͷی است.

اطلس�های به مجهز هاسدورف فضای ͷی ،M پذیر) (دیفرانسیل هموار خمینه .١۵.١.۵ تعریف

پذیر دیفرانسیل ساختار آن روی بتوان که است ͷتوپولوژی خمینه�ای دیͽر، عبارت به است ماکزیمال
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کرد. تعریف

است. بعدی -n پذیر دیفرانسیل خمینه ͷی Rn اقلیدسͬ فضای .١۶.١.۵ مثال

ͷی وسیله�ی به بتوان را آن از نقطه دو هر اگر تنها و اگر است همبند خمینه ͷی .١٧.١.۵ تعریف

کرد. متصل هم به تͺه�ای هموار منحنͬ قطعه

خطͬ نͽاشت Mباشد در نقطه ͷی p و هموار خمینه ͷیM کنیم فرض .١٨.١.۵ تعریف

رابطه ،f, g ∈ C∞(M) هر به�ازای اگر مͬ�شود نامیده p نقطه در مشتق�گیری ͷی X : C∞(M) → R

باشد: برقرار زیر
X (fg) = f (p)Xg + g (p)Xf

شود مͬ نامیده p Mدر مماس فضای که است برداری فضای ͷی p در مشتق�گیری�ها همه مجموعه

مͬ�شود. داده نشان TpM با و

مͬ�شود. نامیده p مماسدر یͷبردار TpM عنصر هر

هاسدورف، ͷتوپولوژی فضای ͷیMn رو، این از باشد. هموار بعدی n Mnخمینه کنید فرض

باز M در U ) (U, xi) =
(
U, x١, . . . , xn

)
مختصات کارت�های از گردایه�ای با دوم، نوع شمارای

و مͬ�پوشانند Mرا که است ( .U ∩ V ̸= ∅ ،M در (V, yi) و (U, xi) کارت دو هر ازای به و است

مͬ�شوند مربوط هم به این�گونه مختصات�ها

yi = f i
(
x١, . . . , xn

)
, f i ∈ Ci

.i = ١, . . . , n

TpM برای زیر صورت به پایه�ای ،p در موجود مختصات بردار�های آنͽاه باشد (U, xi)کارت در p اگر

مͬ�دهند تشͺیل
∂

∂x١
|p , ∂

∂x٢
|p , . . . , ∂

∂xn |p

شود توصیف صورت این به مͬ�تواند X ∈ TpM بردار هر یعنͬ،

X = X i ∂
∂xi |p , X i ∈ R
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.∂i =
∂
∂xi مͬ�کنیم: استفاده نویسͬ اختصار چنین از اوقات بعضͬ

M در هموار خمͬ ،σ : I →M, t→ σ (t) فرضکنید خم. ͷی بر مماس بردار�های .١٩.١.۵ مثال

مشخص dσ
dt
(t٠) = σ′ (t٠) ∈ TpM صورت به که ،p = σ (t٠) نقطه در σ خم بر مماس بردار باشد.

است، مشتقͬ چنین مͬ�شود
σ′ (t٠) (f) =

d
dt
foσ (t) |t٠

توابع حسب بر مͬ�تواند σ ،p ͬͺنزدی در نتیجه در باشد. (U, xi) مختصاتͬ کارت در p کنید فرض

شود، بیان مختصاتͬ
σ : xi = xi (t) , i = ١, . . . , n

که، مͬ�کند ایجاب زنجیره�ای قائده نتیجه، در
dσ
dt
(t٠) =

dxi

dt
(t٠)

∂
∂xi |p ,

بردار عنوان به مͬ�توان را X ∈ TpM بردار هر واقع در هستند. dσ
dt
(t٠) مؤلفه�های dxi

dt
(t٠) یعنͬ،

کرد. بیان p از گذرنده برخم مماس

گردایه�ای مجموعه، ͷی عنوان به مͬ�شود، داده نشان TM با که ،M مماس کلاف .٢٠.١.۵ تعریف

است، مماس بردار�های از
TM =

∪
p∈M

TpM.

داد، نشان را مختصاتش - ٢n مͬ�توان ،V ∈ TM بردار هر برای

V ∼
(
x١, . . . , xn, V ١, V ٢, . . . , V n

)
,(

V ١, . . . , V n
)
و مͬ�باشد دارد قرار TpM در V که زمانͬ p نقطه�ای مختصات

(
x١, . . . , xn

)
که

ارتباط این با هستند. ∂
∂x١

|p , ∂
∂x٢

|p , . . . , ∂
∂xn |p پایه�ای بردار�های مختصات به نسبت V مؤلفه�های

به نسبت علاوه، به مͬ�دهد. را بعدی - ٢n خمینه ͷی تشͺیل طبیعͬ طور به TM که داد نشان مͬ�توان

است. هموار ،π : TM →M,Vp → p طبیعͬ تصویری نͽاشت خمینه، ساختار این

نͽاشت ͷی F :M → N و دیفرانسیل�پذیر خمینه�های N Mو کنید فرض .٢١.١.۵ تعریف

نامیده F به وابسته جلوبری F∗ : TpM → TF (p)N نͽاشت p ∈M هر برای باشد. دیفرانسیل�پذیر
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جلوبری :٢.۵ شͺل

داریم: و است F (p) در N مماس فضای TF (p)N و p Mدر مماس فضای TpM آن در که مͬ�شود

(F∗X) f = X (f ◦ F )

،M از نقطه هر در که باشد چنان (m ≤ n) ،F : Mm → Nn هموار نͽاشت اگر .٢٢.١.۵ تعریف

مͬ�گویند. سازی) (غوطه�ور یͷفروبری را F باشد ١− ١ خطͬ نͽاشت ͷی F∗p

نشاننده را f : Mm → Nn نͽاشت باشند خمینه(هموار) دو Nn و Mm هرگاه .٢٣.١.۵ تعریف

این در باشد. N خمینه زیر f(M) .(٣) باشد ͷی به ͷی f .(٢) باشد فروبری f .(١) اگر گوییم

گویند. N در نشاننده خمینه زیر را f(M) گاهͬ و است شده نشانده N در f(M) گویند صورت

نشاننده خمینه زیر :٣.۵ شͺل

ͷی p ∈ M نقطه هر به که است تابعͬ M خمینه ͷی روی V برداری میدان ͷی .٢۴.١.۵ تعریف

( کنید. توجه ،۴.۵ شͺل (به مͬ�دهد. نسبت نقطه آن در مماس برداری

p ∈M −→ Xp ∈ TpM .
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برداری میدان :۴.۵ شͺل

داریم p ∈ U هر برای Mباشند بر مختصاتͬ چارت (U, xi) اگر

Xp = X i (p) ∂
∂xi |p

برای اگر مͬ�کنند. بیان را (U, xi) بر X مؤلفه�های ،X i : U → R, i = ١, . . . , n یعنͬ، تابع n این

(X i ∈ C∞ (U)) باشند Xهموار i مؤلفه�های مͬ�پوشانند Mرا که (U, xi) �های چارت از مجموعه�ای

است. هموار برداری میدان ͷی X که مͬ�گوییم آنͽاه

میدان�های باشد. M بر هموار برداری میدان�های همه�ی مجموعه دهنده نشان X (M) کنید فرض

،f ∈ C∞ (M) و X,Y ∈ X (M) برای شوند، ضرب و جمع توابع توسط توانند مͬ برداری

(X + Y )p = Xp + Yp, (fX)p = f (p)Xp .

و X ∈ X (M) فرض با است. مدول - C∞ (M) ͷی X (M) که دید مͬ�توان عملیات�ها این از

مͬ�شود تعریف زیر صورت به که مͬ�کند، ایجاب را X (f) ∈ C∞ (M) تابع X ،f ∈ C∞ (M)

X (f) (p) = Xp (f).

مͬ�شود بیان زیر صورت به X (f) ،(U, xi) مختصاتͬ چارت به توجه با

X (f) = X i ∂f
∂xi .

گرفت نظر در زیر صورت به نͽاشتͬ مͬ�توان را X ∈ X (M) هموار برداری میدان ͷی بنابراین

X : C∞ (M) → C∞ (M) , f : X → X (f)
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که؛ طوری به

،X (af + bg) = aX (f) + bX (g) (a, b ∈ R) (١

X (fg) = X (f) g + fX (g) (٢

اگر مͬ�کنند. مشخص را هموار برداری میدان�های کامل طور به ویژگͬ�ها این واقع، در

مͬ�شود تعریف زیر صورت به برداری میدان لͬ کروشه ،X,Y ∈ X (M)

[X, Y ] : C∞ (M) → C∞ (M) , [X,Y ] = XY − Y X,

یعنͬ؛

[X,Y ] (f) = X (Y (f))− Y (X (f)) .

،a ∈ R هر برای اگر تنها و اگر گوییم بالایͬ پیوسته نیم را f : X → R تابع .٢۵.١.۵ تعریف

،a ∈ R هر برای اگر تنها و اگر گوییم پایینͬ پیوسته نیم و Xباشد. در باز مجموعه�ای f−١ (−∞, a)

باشد. X در باز مجموعه�ای f−١ (a,∞)

را X (یا است، X پوشش ͷی X فضای مجموعه�های زیر از A گردایه گوییم .٢۶.١.۵ تعریف

X باز مجموعه�های زیر A اعضای اگر و Xباشد مساوی A اعضای اجتماع که صورتͬ در مͬ�پوشاند)

مͬ�گویند. X باز پوشش ͷی را آن باشد،

گردایه زیر ͷی حاوی ،A مانند آن باز پوشش هر اگر گوییم فشرده را X فضای .٢٧.١.۵ تعریف

باشد. هاسدورف X و بپوشاند را X نیز آن که باشد متناهͬ

باز بازه�های از R باز پوشش زیرا نیست فشرده R حقیقͬ خط (١ .٢٨.١.۵ مثال

A = {(n, n+ ٢) |n ∈ Z}

بپوشاند. را R که نیست متناهͬ گردایه زیر هیچ حاوی

پوشش A کنید فرض اثبات برای است. فشرده R از X = {٠} ∪ {١/n|n ∈ Z+} فضای زیر (٢

است. صفر شامل که دارد وجود U مانند ،A در عضوی صورت، این در باشد X برای دلخواهͬ باز
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نیست، U در Xکه نقطه هر �ازای به آنهاست، از متناهͬ تعداد جزء به ١/nنقاط همه شامل U مجموعه

تشͺیل U Aو اعضای از که گردایه�ای باشد. نقطه این شامل که مͬ�کنیم انتخاب چنان Aرا از عضوی

مͬ�پوشاند. را X که است A متناهͬ گردایه زیر ͷی مͬ�شود،

هر حالت این در زیرا است فشرده ضرورتاً باشد، عضو متناهͬ تعدادی شامل فقط Xکه فضای هر (٣

است. متناهͬ X پوشش

A حدی نقطه را x ∈ X بͽیرید. نظر در را X ͷتوپولوژي فضای از A مجموعه زیر .٢٩.١.۵ تعریف

دیͽر، عبارت به باشد. داشته تهͬ غیر اشتراک A با ،x محذوف ͬͽهمسای هر اگر تنها و اگر گوییم

مͬ�دهیم. نمایش A′ با را A مجموعه حدی نقطه .Ux/x ∩ A ̸= ∅

A مجموعه�ی درون باشد. X ͷتوپولوژی فضای از زیرمجموعه�ای A کنیم فرض .٣٠.١.۵ تعریف

کوچͺترین از است Aعبارت مجموعه�ی بستار و ،A در مشمول باز مجموعه بزرگترین از است عبارت

درون .A ⊂ C است، A شامل که C بسته مجموعه هر برای که مفهوم این با A شامل بسته مجموعه

A درون که است واضح مͬ�دهیم. نمایش ،A یا ،ClA با را A بستار و IntA با را A مجموعه�ی

و A = IntA باشد باز A اگر IntA ⊂ A ⊂ A بعلاوه، است. بسته مجموعه�ای A و باز مجموعه�ای

.A = A باشد بسته A اگر

یا و A = A اگر تنها و اگر است بسته X ͷتوپولوژی فضای از A مجموعه زیر .٣١.١.۵ تعریف

باشد. A′ ⊂ A

A روی ١ مرتب جزئاً ترتیب A روی ≺ رابطه باشد، مجموعه ͷی A کنید فرض .٣٢.١.۵ تعریف

باشد: زیر خاصیت دو دارای اگر مͬ�شود نامیده

نباشد. برقرار a ≺ a رابطه یعنͬ (Nonreflexivity) (١

.a ≺ c آنͽاه، b ≺ c و a ≺ b اگر یعنͬ (Transivity) (٢

١ Strict partial order



ضمیمه .۵ فصل ٨۶

جزئاً ترتیب باشد؛ مجموعه ͷی A کنید فرض .(The maximum principle) .٣٣.١.۵ قضیه

(رجوع دارد. وجود A از B ماکسیمال مرتب مجموعه زیر آنͽاه بͽیرید. نظر در را A روی ≺ مرتب

( [٣٢] به کنید

را TpM در ،M روی v بردار .٣۴.١.۵ تعریف

باشد. ⟨v, v⟩ > ٠ یا v = ٠ اگر گوییم فضا�گونه یا شبه�فضا (spacelike) الف)

باشد. ⟨v, v⟩ < ٠ اگر گوییم زمان�گونه یا شبه�زمان (timelike) ب)

باشد. ⟨v, v⟩ = ٠ و v ̸= ٠ اگر مͬ�نامیم نور�گونه یا پوچ (null) ج)

ریمانͬ شبه خمینه�های ٢.۵
فضای اندیس اسͺالر، ضرب فضای اسͺالر، ضرب متقارن، خطͬ دو فرم تعاریف بخش، این در

ریمانͬ خمینه لورنتسͬ، خمینه ریمانͬ، شبه خمینه ریمانͬ، ͷمتری ریمانͬ، شبه ͷمتری اسͺالر، ضرب

ناپذیر، گسترش منحنͬ خم، سطح، ابر بریدگͬ، نقطه�ی همبند، خمینه همبندی، مؤلفه�های کامل،

از را هسیان و ایزومتری ماکسیمال، قطعه قطعه، پایان، نقطه پذیر، جهت خمینه قوس، طول

ذکر [٢٢] و [٣۶] ،[٢٩] ،[١٢] ،[۵] مراجع

مͬ�کنیم.

متقارن خطͬ دو فرم باشد. R روی بعدی - n برداری فضای ͷی V کنید فرض .١.٢.۵ تعریف

مͬ�باشد زیر صورت به b : V × V → R

باشد. b (v, v) > ٠ ،v ̸= ٠ هر برای یعنͬ باشد مثبت معین (١

(به b (v, w) ̸= ٠ که طوری به باشد داشته وجود w ∈ V ،v ̸= ٠ هر برای یعنͬ باشد ١ ناتبهͽون (٢

است). صفر بردار بردارها، تمام بر متعامد بردار تنها عبارتͬ،

مͬ�کند. ایجاب را ناتبهͽونͬ مثبت ��معین .٢.٢.۵ تذکر

١ Nondegenerate
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⟨, ⟩ : V × V → R ناتبهͽون متقارن خطͬ دو فرم ͷی ،V روی اسͺالر یͷضرب .٣.٢.۵ تعریف

باشد. ⟨, ⟩ اسͺالر ضرب داری که است V برداری فضای اسͺالر ضرب فضای است.

به که است {e١, . . . , en} پایه V برای متعامد پایه ͷی باشد. اسͺالر ضرب فضای V کنید فرض

مͬ�شود، بیان زیر صورت

⟨ei, ej⟩ =


٠, i ̸= j

±١ i = j,

کرونͺر دلتای اصلاح در یا

⟨ei, ej⟩ = εiδij

.δij = ±١ و i = ١, ٢, . . . , n که

n متعامد پایه ͷی علامت مͬ�پذیرد. متعامد پایه�ای (V, ⟨, ⟩) اسͺالر ضرب فضای هر .۴.٢.۵ نͺته

مͬ�آیند. ابتدا در منفͬ علامت�های نتیجه در کرد مرتب را پایه که است مرسوم است. (ε١, . . . , εn) تایͬ

است، تعریف خوش اندیس این هستند. آن در منفͬ علامت�های تعداد اسͺالر ضرب فضای اندیس

ریمانͬ خمینه به ترتیب، به که است ١ و اندیس٠ حالات ترین مهم نیست. پایه انتخاب به وابسته یعنͬ،

مͬ�شود. منجر لورنتسͬ و

تخصیص ،M روی ⟨, ⟩ ١ شبه�ریمانͬ ͷمتری باشد. هموار Mnخمینه�ای کنید فرض .۵.٢.۵ تعریف

است. TpM روی ⟨, ⟩p اسͺالر ضرب ͷی از p ∈M هر به هموار

p→ ⟨, ⟩p : TpM × TpM → R

X,Y ∈ X (M) هر برای تخصیصهموار، از استفاده با است. یͺسان ها p همه برای ⟨, ⟩p اندیس که

است. هموار p→ ⟨Xp, Yp⟩p ،⟨X, Y ⟩p تابع

- ٢ میدان ͷی M هموار خمینه روی شبه�ریمانͬ ͷمتری ،۴.۵.۵ تعریف به توجه با .۶.٢.۵ نͺته

١ Pseudo-Riemannian Metric
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بر متعامد بردار تنها که معنا این به است. ناتبهͽون p ∈ M نقطه هر در که است g متقارن تانسوری

تنها و اگر است g (X,Y ) = ٠ ،Y ∈ TpM همه برای دیͽر، عبارت به است صفر بردار بردارها، تمام

( کرده�ایم. اشاره تانسوری میدان به ،۵.۵ بخش (در .X = ٠ اگر

٢ میدان ͷیM هموار خمینه رو ریمانͬ ͷمتری ،۴.۵.۵ تعریف به توجه با همچنین .٧.٢.۵ تعریف

،X, Y ∈ TpM همه�ی برای دیͽر، عبارت (به متقارن که است g ∈ T ٢ (M) تانسوری -

مͬ�باشد. ( g (X,X) > ٠ ،X ̸= ٠ اگر دیͽر، عبارت (به مثبت معین و ( g (X,Y ) = g (Y,X)

مͬ�دهیم. نمایش g = ⟨, صورت⟨ به نیز، Mرا روی شبه�ریمانͬ ͷمتری .٨.٢.۵ تذکر

اگر است. g = ⟨, ⟩ ریمانͬ شبه ͷمتری با Mnهموار خمینه ͷی ریمانͬ، شبه خمینه .٩.٢.۵ تعریف

داشت. خواهیم را لورنتسͬ خمینه باشد اندیس١ دارای اگر و ریمانͬ خمینه باشد اندیس٠ دارای ،⟨, ⟩

این به که هستند U روی توابعͬ gij ͷمتری مؤلفه�های آنͽاه باشد مختصاتͬ کارت (U, xi) اگر

مͬ�باشند، بیان قابل صورت

gij = ⟨ ∂
∂xi ,

∂
∂xj ⟩, i, j = ١, ٢, . . . , n

داریم، بودن خطͬ دو از استفاده با باشند، U از نقطه�ای در بردار�هایͬ Y و X اگر

⟨X,Y ⟩ = gijX
iY j

مͬ�کنند. مشخص را U روی ͷمتری کامل طور به ͷمتری مؤلفه�های نتیجه، در

باشند. هموار gij ،(U, xi)کارت هر برای اگر فقط و اگر است هموار ⟨, ⟩ͷمتری .١٠.٢.۵ تذکر

مجهز اقلیدسͬ ͷمتری با را Rn اینجا در ریمانͬ. خمینه عنوان به En اقلیدسͬ فضای .١١.٢.۵ مثال

،X,Y ∈ TpRn برای آنͽاه باشد. Rn روی دکارتͬ مختصات�
(
x١, . . . , xn

)
کنید فرض مͬ�کنیم.

X = X i ∂
∂xi |p , Y = Y i ∂

∂xi |p ,

داریم
⟨X, Y ⟩ = X.Y
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=
n∑

i=١

X iY i

= δijX
iY j

است. کرونͺر دلتای δij = ⟨ ∂
∂xi ,

∂
∂xj ⟩ که

فرضکنید مͬ�کنیم. مجهز ͬͺوفسͺمین ͷمتری با را Rn+١ .Mn+١ ͬͺوفسͺمین فضای .١٢.٢.۵ مثال

،X, Y ∈ TpRn+١ برای آنͽاه باشد. Rn+١ در دکارتͬ مختصات
(
x٠, x١, . . . , xn

)
X = X i ∂

∂xi |p , Y = Y i ∂
∂xi |p ,

داریم
⟨X, Y ⟩ = −X٠Y ٠ +

n∑
i=١

X iY i

= ηijX
iY j

.ηij = εiδij, (ε٠, ε١, . . . , εn) = (−١, ١, . . . , ١) که

زیر قضیه در آمده ۴ تا ١ شرایط هرگاه مͬ�شود گفته کامل (M, g) ریمانͬ خمینه .١٣.٢.۵ تعریف

باشد. برقرار

هستند: معادل زیر شرایط (M, g) ریمانͬ خمینه هر برای (Hopf-Rinow) .١۴.٢.۵ قضیه

است. کامل ͷمتری فضای ͷی (M, g) :ͷمتری تمامیت (١

حقیقͬ اعداد همه برای c′ (٠) = v Mبا در c (t)ͷژئودزی ،v ∈ TM هر برای :ͷژئودزی تمامیت (٢

است. شده تعریف t ∈ R منفͬ و مثبت

است. شده تعریف N به TpM مماس فضای تمام روی expp نمایͬ نͽاشت ،p ∈M هر برای (٣

دیͽر، عبارت (به است d به کراندار Mکه از K مجموعه زیر هر متناهͬ: تمامیت (۴

است. کراندار بستار دارای ( sup {d (p, q) : p, q ∈ K} <∞

آنͽاه باشد برقرار ۴ تا ١ شرایط از ͷی هر اگر علاوه، به

دارد وجود q تا p از c هموار ͷژئودزی قطعه است، مفروض p, q ∈ M مینیمال: ͷژئودزی اتصال (۵
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( کرده�ایم. اشاره قوس طول به ،٢۵.٢.۵ نͺته (در L (c) = d (p, q) که طوری به

اگر مͬ�کنیم تعریف X روی را x ∼ y ارزی هم رابطه است، مفروض X فضای .١۵.٢.۵ تعریف

وجود رابطه این در که ارزی هم کلاس�های باشد. داشته وجود y و x شامل X از همبندی فضای زیر

مجزایͬ اجتماع S دلخواه فضای هر مͬ�شوند. نامیده ( X همبندی (مؤلفه�های X مؤلفه�های دارند

همبندی مؤلفه ͷی فقط اگر تنها و اگر است همبند مجموعه ͷی است. خود همبندی مؤلفه�های از

باشد. داشته

.{[٠, ١] ∪ {٢}} Xعبارتاستاز: مؤلفه�هایهمبندی .X = [٠, {٢}∪[١ فرضکنید مثال۵.٢.١۶.

قطعه ͷی وسیله�ی به بتواند آن از نقطه دو اگر تنها و اگر است همبند خمینه ͷی .١٧.٢.۵ تعریف

شود. وصل هم به تͺه�ای هموار منحنͬ

ͷی زیرا هستند، S دلخواه فضای ماکسیمال همبند فضاهای زیر همبندی مؤلفه�های .١٨.٢.۵ نͺته

هستند. همبند خمینه�های رو این از هستند باز مؤلفه�هایش اقلیدسͬ موضعاً طور به خمینه

نقطه�ی را X از x نقطه باشد. ناتهͬ همبند ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .١٩.٢.۵ تعریف

ناتهͬ همبند ͷتوپولوژی فضای Xباشد. از ناهمبند مجموعه�ای \Xزیر {x} گاه هر Xگوییم بریدگͬ

باشد. X بریدگͬ نقطه�ی X در x هر اگر گوییم بریدگͬ نقطه�ی فضای را X

است. استاندارد توپولوژي با اقلیدسͬ صفحه R٢ مثال، این در .٢٠.٢.۵ مثال

X٢ =
{
(x, y) ∈ R٢ : x > ٠, y = sin ١

x

}
X١و =

{
(x, y) ∈ R٢ : x ≤ ٠, |y| = ١

}
فرضکنید

است. بریدگͬ نقطه�ی فضای ͷی X پس .X = X١ ∪X٢ مͬ�کنیم تعریف

صورت به آن بعد نقص که است P مانند خمینه زیر ͷی ،M خمینه در سطح یͷابر .٢١.٢.۵ نͺته

مͬ�باشد. dimM − dimP = ١

حقیقͬ خط در باز بازه ͷی I آن در که α : I → M هموار نͽاشت ،M خمینه در .٢٢.٢.۵ تعریف

گوییم. خم را است R١



٩١ ریمانͬ شبه خمینه�های .٢.۵

انتهایͬ نقطه اگر مͬ�شود گفته فضا�گونه غیر منحنͬ ͷی ناپذیر، گسترش منحنͬ .٢٣.٢.۵ تعریف

باشد. نداشته

ایزومتری با (M ′, g′) لورنتسͬ خمینه ͷی ،(M, g) لورنتسͬ خمینه بسط .٢۴.٢.۵ نͺته

(M, g) اگر Mمͬ�برد. ′ از سره باز مجموعه�ی زیر داخل به Mرا نͽاشت�ها که است f : M → M ′

مͬ�شود. گفته ناپذیر گسترش نباشد، بسطͬ هیچ دارای

هموار منحنͬ قطعه ͷی α : [a, b] →M و باشد شبه�ریمانͬ خمینه ͷیM فرضکنید .٢۵.٢.۵ نͺته

زیراست صورت به αقوس طول Mباشد. روی شبه�ریمانͬ ͷمتری g و ،M در تͺه�ای

L (α) =
∫ b

a
|α′ (s)| ds.

آن، در که
|α′| = ⟨α′ (t) , α′ (t)⟩

١
٢

=

∣∣∣∣∑ gij
d (xioα)

ds

d (xioα)

ds

∣∣∣∣ ١٢

مͬ�باشد. t نقطه در α بر مماس بردار α′ (t) ∈ Tα(t)M و

O Mمانند در مختصات دستͽاه�های از گردایه�ای گاه هر است Mجهتپذیر خمینه تعریف۵.٢.٢۶.

ژاکوبͬ دترمینان تابع η, ε ∈ O هر برای و دهد پوشش Mرا آنها دامنه که طوری به باشد داشته وجود

( مͬ�شود. Mنامیده برای پذیر جهت اطلس O ) باشد. مثبت J (η, ε) = det
(
dyi/dxi

)
توسطدستͽاه�هایمختصات مͬ�تواند فضا این زیرا است، Rnجهتپذیر استکه بدیهͬ مثال۵.٢٧.٢.

موبیوس نوار�های اما هستند، پذیر جهت حلقه�ها و کره�ها که مͬ�دهد نشان تجربه شود. پوشانده ساده

نیستند. پذیر جهت کلاین بطری�های و

M در p نقطه آنͽاه باشد. شده پارامتری منحنͬ ͷی γ : [a, b) → M کنید فرض .٢٨.٢.۵ تعریف

هاسدورف خمینه�های (برای .γ (t) → b باشیم داشته t→ b− وقتͬ اگر است γ منحنͬ پایان یͷنقطه

( است. فرد به منحصر منحنͬ پایان نقاط
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همان با ترتیب خوش مجموعه ͷی ترتیب خوش مجموعه ͷی از مجموعه زیر هر .٢٩.٢.۵ تعریف

اگر گویند (اولیه) قطعه را Aترتیب خوش مجموعه از B مجموعه زیر خاص، حالت در است. ترتیب

آینده جهت در فضا�گونه غیر منحنͬ است. a ∈ B که دهد نتیجه b ∈ B و a < b

a ≤ s ≤ t ≤ b که t و s مقادیر همه برای گاه هر مͬ�شود گفته ماکسیمال قطعه c : [a, b] → (M, g)

L
(
c
∣∣
[s,t]

)
= d (c (s) , c (t)) رو این از و L (c) = d (c (a) , c (b)) باشیم داشته

بردار ،t هر برای گاه هر مͬ�نامیم (فضا�گونه) فضا شبه Mرا شبه�ریمانͬ خمینه در α خم .٣٠.٢.۵ نͺته

شبه�ریمانͬ خمینه در پوچ و (زمان�گونه) شبه�زمان خم مشابه طور به باشد. (فضا�گونه) شبه�فضا α′ (t)

مͬ�شود. تعریف

مͬ�کند. بیان ریمانͬ شبه خمینه�های برای را ایزومورفیسم مفهوم که است نͽاشتͬ ایزمتری

باشند. gN و gM ͷمتری تانسور�های با ریمانͬ شبه خمینه�های N و M کنیم فرض .٣١.٢.۵ تعریف

را متری�ͷها تانسور و باشد دیفئومورفیسم که است φ :M → N نͽاشت ،N Mبه از یͷایزومتری

یعنͬ؛ کند حفظ

φ∗ (gN) = gM

است Tφ(p)N و TpM بین ایزومتری ͷی dφ ،p ∈M نقطه هر در تر، روشن بیان به

⟨dφ (v) , dφ (w)⟩ = ⟨v, w⟩.

N Mو گوییم باشد داشته وجود N Mو ریمانͬ شبه خمینه دو بین ایزومتری ͷی اگر .٣٢.٢.۵ نͺته

هستند. یͺسان هندسͬ نظر از باشند، ͷایزومتری که خمینه دو واقع در هستند. ͷایزومتری

همͽرد مشتق ،∇) .Hf = ∇ (∇f) از است عبارت f ∈ F (M) تابع هسیان .٣٣.٢.۵ تعریف

( است. آمده ،٣.۵ بخش در آن تعریف که است



٩٣ التصاق .٣.۵

التصاق ٣.۵
میدان�های جهت�دار مشتق محاسبه�ی فرایند به مشخصͬ شͺل که ١ همͽرد مشتق مفهوم اینجا در

( [٢٢] مرجع از گیری بهره (با مͬ�کنیم. معرفͬ را مͬ�دهد برداری

است زیر صورت به حقیقͬ دو�خطͬ نͽاشت ͷی ،M روی ∇ ٢ خطͬ التصاق .١.٣.۵ تعریف

∇ : X (M)×X (M) → X (M)

(X,Y ) → ∇XY

،f ∈ C∞ (M) و X, Y ∈ X (M) تمام برای که

∇fXY = f∇XY (١

∇XfY = X (f)Y + f∇XY (٢

Y مقادیر به وابسته تنها ∇XY |p ،p ∈M هر برای مͬ�نامیم. X به نسبت Y همͽرد مشتق را ∇XY

به را ∇XY |p که است بهتر خاص، حالت در مͬ�باشد. p خود در X مقادیر و p ͬͽهمسای در

گرفت. نظر در مͬ�توان Xp جهت در p نقطه در Y جهت�دار مشتق را این که بنویسیم. ∇XpY صورت

U روی همواری توابع که Γk
ij, ١ ≤ i, j, k ≤ n التصاق ضرائب (U, xi) مختصاتͬ کارت ͷی در

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به هستند

∇∂i∂j = Γk
ij∂k,

مͬ�نامیم. ∂i = ∂
∂xi که

هر به (نسبت التصاق ضرائب اگر فقط و اگر است Mمتقارن روی ∇ خطͬ التصاق .٢.٣.۵ تعریف

که، باشند صورت این به مختصاتͬ) کارت

Γk
ij = Γk

ji, ١ ≤ i, j, k ≤ n

گوییم Mباشد. روی خطͬ ∇التصاق و شبه�ریمانͬ، یͷخمینه (M, ⟨, ⟩) فرضکنید تعریف۵.٣.٣.

١ Covariant Derivative

٢ Linear Connections
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،X,Y ∈ X (M) همه برای باشیم داشته اگر است Mسازگار روی متر با ∇

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩

است. برقرار ͷمتری ضرب قائده یعنͬ، این و

و متقارن (ͬͺوفسͺمین فضای روی (و اقلیدسͬ فضای روی استاندارد خطͬ التصاق .۴.٣.۵ تبصره

است. ͷمتری با سازگار

منحصربه�فرد التصاقخطͬ شبه�ریمانͬ، روییͷخمینه ریمانͬ). شبه اساسͬهندسه (قضیه .۵.٣.۵ قضیه

است. ͷمتری با سازگار و متقارن که دارد وجود ∇

کرد، استنتاج را کوزال فرمول مͬ�توان التصاق، ͷمتری با سازگاری و تقارن از استفاده با

⟨∇XY, Z⟩ = ١
٢ [X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X,Y ⟩

−⟨X, [Y, Z]⟩+ ⟨Y, [Z,X]⟩+ ⟨Z, [X, Y ]⟩]

ͷمتری با سازگار و متقارن که کرد تعیین خطͬ التصاق مͬ�توان و مͬ�شود منجر یͺتایͬ به فرمول این

صورت این به ١ چیویتا لوی التصاق ضرائب که داد نشان مͬ�توان فرمول این از استفاده با است.

مͬ�باشند:
Γk
ij =

١
٢g

kl (∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

.[gij] = [gij]
−١ که

ژئودزی�ͷها ۴.۵
( [٢٢] مرجع از گیری بهره (با مͬ�دهیم. تعمیم را راست خط اقلیدسͬ مفهوم بخش، این در

گردایه�ای X (σ) و Mباشد شبه�ریمانͬ خمینه در هموار خم ͷی σ : I →M, t→ σ (t) کنید فرض

باشد، σ امتداد در X هموار برداری میدان�های از

t→ X (t) ∈ Tσ(t)M

داریم ،(U, xi) موضعͬ مختصات در

١ The Levi-Civita Connection



٩۵ ژئودزی�ͷها .۴.۵

σ : xi = xi (t) , i = ١, ٢, . . . , n

X (t) = X i (t) ∂i
∣∣
σ(t),

هموارند. X i (t) مؤلفه�های که

مͬ�کند، تولید σ طول در برداری میدان روی همͽرد مشتق ͷیM روی ∇ چیویتا لوی التصاق

D
dt
: X (σ) → X (σ)

عملͽر بنابراین Mباشد. شبه�ریمانͬ خمینه در هموار خم ͷی σ : I →M کنید فرض .١.۴.۵ گزاره

دارد وجود یͺتایͬ خطͬ - R
D
dt
: X (σ) → X (σ)

که طوری به

،f ∈ C∞ (I) و X ∈ X (σ) برای (١

D
dt
fX = df

dt
X + f DX

dt
,

،X ∈ X (M) برای (٢
D
dt
X
∣∣
σ(t) = ∇σ′(t)X.

داریم موضعͬ مختصات در

DX

dt
=

(
dXk

dt
+ Γk

ij

dxi

dt
Xj

)
∂k.

مͬ�کند پیروی ͷمتری ضرب قائده از D
dt
همچنین

d
dt
⟨X,Y ⟩ = ⟨DX

dt
, Y ⟩+ ⟨X, DY

dt
⟩.

موضعͬ مختصات در است. σ همͽرد شتاب D
dt

dσ
dt
باشیم، داشته Mرا در t→ σ (t) هموار خم اگر

داریم ۴.۵ رابطه در Xk = dxk

dt
جایͽذاری با

D
dt

dσ
dt

=
(

d٢xk

dt٢
+ Γk

ij
dxi

dt
dxj

dt

)
∂k

داشته صفر برابر همواره همͽرد شتاب اگر یͷژئودزیͷاست ،t→ σ (t) هموار خم تعریف۴.۵.٢.

باشد
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D
dt

dσ
dt

= ٠
(
ͷژئودزی معادله

)
ژئودزیͷگوییم. پیش را باشد ͷژئودزی صورت به پارامتر تغییر ͷی دارای که خمͬ .٣.۴.۵ تعریف

یͺتای ͷژئودزی و t = ٠ حول I بازه ،V ∈ TpM و p ∈ M باشیم داشته اگر .۴.۴.۵ گزاره

که طوری به دارد وجود σ : I →M, t→ σ (t)

σ (٠) = p, dσ
dt
(٠) = V.

تانسور ۵.۵
به سپس مͬ�کنیم معرفͬ تانسور�ها بحث به ورود برای را خطͬ چند - K مجموعه ابتدا بخش، این در

[٢٢] مرجع از گیری بهره با بخش این مطالب مͬ�کنیم. ذکر انحناها مورد در را مطالبͬ مختصر طور

است. شده آوری گرد

مجموعه�ای V١×· · ·×Vs آنͽاه Kباشد. رویحلقه مدول�هایͬ V١, . . . , Vs فرضکنید تعریف۵.۵.١.

تابع باشد، K روی مدول ͷی Wنیز اگر .vi ∈ Vi که است (v١, . . . , vs) تایͬ�های - s از

مؤلفه�های از ͷی هر در A گاه هر است خطͬ چند - K نͽاشت ͷی A : V١ × · · · × Vs → W

تابع ،vi ∈ Vi و ١ ≤ i ≤ s برای که، معنͬ این به باشد، خطͬ - K خود

v → A (v١, . . . , vi−١, v, vi+١, . . . , vs)

باشد. خطͬ - K

خطͬ چند - K تابع نباشند، صفر زمان هم که r ≥ ٠, s ≥ ٠ صحیح اعداد برای .٢.۵.۵ تعریف

مͬ�شود. نامیده V روی (r, s) نوع از یͷتانسور A : V r × V s → K

به است. مدول - K ͷی ،T r
s (V ) ،V روی (r, s) نوع از تانسور�های همه مجموعه�ی .٣.۵.۵ نͺته

است. K از عضوی (٠, ٠) نوع از تانسور که دید مͬ�توان سادگͬ

است، X (M) مدول - F (M) روی تانسوری M خمینه روی A تانسوری میدان .۴.۵.۵ تعریف

صورت به خطͬ چند - F (M) تابع ͷی تانسوری میدان باشد (r, s) نوع از تانسوری A اگر بنابراین

است زیر



٩٧ تانسور .۵.۵

A : X ∗(M)r ×X (M)s → F (M) .

Mمͬ�باشد. شبه�ریمانͬ خمینه روی هموار مقدار حقیقͬ توابع مجموعه ،F (M) آن در که

نͽاشت باشد. ∇ چیویتای لوی التصاق با شبه�ریمانͬ Mnخمینه کنید فرض .۵.۵.۵ تعریف

ضابطه�ی با R : X (M)٣ → X (M)

RXYZ = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z

فرضکنید مͬ�شود. Mنامیده ریمانͬ انحنای تانسور که Mمͬ�باشد روی تانسوری میدان (٠, ٣)ͷی

نسبت که تانسوری میدان (٠, ٢)ͷی از عبارتست ،Ric ریچͬ تانسور باشد. ریمان انحنای تانسور R

مͬ�شود تعریف زیر صورت به مختصاتͬ کارت ͷی به

Rij =
∑
m

Rm
ijm

مͬ�باشد. Rm
ijm = ∂

∂xmΓm
ji − ∂

∂xjΓ
m
mi +

∑
r

Γm
mrΓ

r
ji −

∑
r

Γm
jrΓ

r
mi آن، در که

مͬ�شود. ریچͬ تانسور تقارن به منجر ریمان انحنای تانسور متقارن روابط .۶.۵.۵ نͺته

خطͬ عملͽر ،X, Y ∈ TpM اگر باشد. شبه�ریمانͬ Mnخمینه کنید فرض .٧.۵.۵ تعریف

RXY : TpM → TpM

Z → RXYZ

مͬ�شود. نامیده انحناء عملͽر

و Mباشد ریمانͬ خمینه از p نقطه در (det ̸= ٠) ناتبهͽون یͷصفحه π فرضکنید تعریف۵.۵.٨.

است پایه انتخاب از مستقل مͬ�شود، تعریف زیر صورت به که k (v, w) عدد است. π پایه {v, w}

k (v, w) = ⟨Rvwv,w⟩
Q(v,w)

مͬ�نامند. π صفحه امتداد در مقطعͬ انحنای را آن و مͬ�دهند نشان k (π)علامت با را فوق عدد

مͬ�کنند. مشخص را یͺدیͽر کامل طور به R و k .٩.۵.۵ تذکر

ثابت نقاط همه در آن مقطعͬ انحنای اگر دارد ثابت انحنای ،M شبه�ریمانͬ خمینه .١٠.۵.۵ تعریف

باشد.
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است. ١
r
اثبات انحنای دارای Sn (r) .١١.۵.۵ مثال
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